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Вступ

Практично будь-яка серйозна реальна задача характеризу-
ється бiльш нiж одним критерiєм. При дослiдженнi складних
систем i об’єктiв використання математичних моделей, якi при-
зводять до постановок задач лише скалярної оптимiзацiї, не є аде-
кватним. Реальнi потреби практики проектування i експлуатацiї
складних систем потребують врахування i узгодження кiлькох
рiзних цiлей. Аналiз задач планування та управлiння на виро-
бництвi також показує, що у реальнiй постановцi цi задачi є бага-
токритерiальними. Оцiнка дiяльностi пiдприємств проводиться
на основi бiльше десятка критерiїв: виконання плану виробни-
цтва за обсягом, за номенклатурою; плану реалiзацiї продукцiї,
прибутку i т. д. Таким чином, для ефективного розв’язування
подiбних задач необхiдно побудувати багатокритерiальну мате-
матичну модель, яку потiм потрiбно оптимiзувати, попередньо
вибравши найкращий для цього метод (або кiлька методiв).



РОЗДIЛ 1

Постановка задачi
багатокритерiальної оптимiзацiї i
класифiкацiя методiв її
розв’язування

1.1 Математична модель задачi
багатокритерiальної оптимiзацiї

Всюди далi будемо розглядати задачi прийняття рiшень в умо-
вах визначеностi при числовiй оцiнцi наслiдкiв, тобто коли зв’язок
мiж альтернативами та наслiдками детермiнований (кожнiй аль-
тернативi вiдповiдає лише один наслiдок), i цiль ототожнюється
з максимiзацiєю чи мiнiмiзацiєю деякої дiйснозначної функцiї,
яка називається частковим критерiєм або цiльовою функцiєю.

Будемо розглядати скiнченновимiрнi задачi багатокритерiаль-
ної максимiзацiї:

𝑓(𝑋) → max
𝑋∈𝐷

, (1)

де 𝐷 ∈ R𝑛 — допустима область. Елементи 𝑋 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) мно-
жини 𝐷 називаються допустимими розв’язками або альтернати-
вами, а 𝑓(𝑋) = (𝑓1(𝑋), . . . , 𝑓𝑚(𝑋))— вектор-функцiя часткових
критерiїв 𝑓𝑖 : 𝐷 → R1, 𝑖 = 1,𝑚. У таких задачах допустима
множина 𝐷 найчастiше задається у виглядi нерiвностей:

𝐷 =
{︀
𝑋 ∈ R𝑛 | 𝑔𝑗(𝑋) 6 𝑏𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑛

}︀
.
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Першим, хто зробив постановку задачi багатокритерiальної
оптимiзацiї, був iталiйський економiст Вiльфредо Парето. У 1904 р.
математична модель цiєї задачi з’явилася у його дослiдженнях
товарного обмiну. В. Парето належить означення поняття ефе-
ктивного розв’язку задач iз кiлькома критерiями.

1.2 Ефективнi (парето-оптимальнi) розв’язки
задачi багатокритерiальної оптимiзацiї

Цiлi особи, що приймає рiшення (ОПР), якi вираженi у вигля-
дi часткових критерiїв (цiльових функцiй) 𝑓𝑖, 𝑖 = 1,𝑚, можуть
знаходитися одна вiдносно другої у наступних вiдношеннях [4]:

1. Цiлi взаємно нейтральнi. У цьому випадку система або про-
цес можуть розглядатися вiдносно окремих цiлей незале-
жно.

2. Цiлi кооперуються. Систему або процес можна розглядати
вiдносно тiльки однiєї цiлi, всi iншi досягаються одночасно.

3. Цiлi конкурують. У цьому випадку можна досягти однiєї
цiлi лише за рахунок iншої.

Принциповим є тiльки третiй випадок. Дiйсно, iснування розв’яз-
ку, що максимiзує одночасно декiлька цiльових функцiй, є рiд-
кiсним винятком. Тому з традицiйної математичної точки зо-
ру задачi багатокритерiальної оптимiзацiї є некоректними: якщо
один з часткових критерiїв 𝑓𝑖, 𝑖 ∈ 1,𝑚, досяг свого максимуму,
то полiпшення за iншими компонентами векторного критерiю у
бiльшостi випадкiв неможливо.

Наприклад, при знаходженнi плану пiдприємства, що макси-
мiзує прибуток i мiнiмiзує витрати, очевидна неможливiсть до-
сягнення обох цiлей одночасно, тому що для бiльшого прибутку
повинно бути бiльше продукцiї, а тодi i бiльше витрат.

Частковi критерiї ефективностi у цьому випадку називаються
суперечливими.

Отже, якщо частковi критерiї 𝑓1, 𝑓2, . . . , 𝑓𝑚 досягають ма-
ксимуму в однiй i тiй же точцi 𝑋* ∈ 𝐷, то говорять, що задача
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(1) є тривiальною i має iдеальний розв’язок. Випадки iснування
iдеального розв’язку вкрай рiдкi. Тому основна проблема при
розглядi задачi (1) — розробка концепцiї оптимальностi, тобто ви-
значення того, у якому сенсi «оптимальний» розв’язок кращий
за iнших. У випадку вiдсутностi iдеального розв’язку у задачi (1)
шукається компромiсний.

Для фiксованої альтернативи 𝑋 ∈ 𝐷 вектор зi значень час-
ткових критерiїв 𝑓(𝑋) = (𝑓1(𝑋), . . . , 𝑓𝑚(𝑋)) є векторною оцiнкою
альтернативи 𝑋. Векторна оцiнка альтернативи мiстить повну iн-
формацiю про цiннiсть (кориснiсть) цiєї альтернативи для особи,
що приймає рiшення (ОПР). Порiвняння будь-яких двох розв’яз-
кiв замiнюється порiвнянням їх векторних оцiнок.

Означення 1. Нехай 𝑋1, 𝑋2 ∈ 𝐷. Якщо для всiх часткових
критерiїв мають мiсце нерiвностi

𝑓𝑖 (𝑋2) > 𝑓𝑖 (𝑋1) , 𝑖 = 1,𝑚,

причому хоча б одна нерiвнiсть строга, то говорять, що розв’я-
зок 𝑋2 переважнiший розв’язку 𝑋1, та зазначають у виглядi
𝑋2 ≻ 𝑋1.

Означення 2. У задачi (1) точка 𝑋0 ∈ 𝐷 називається ефе-
ктивною (оптимальною за Парето), якщо не iснує iншої точки
𝑋 ∈ 𝐷, яка була б переважнiша, нiж 𝑋0.

Точки, оптимальнi за Парето, утворюють множину парето-оп-
тимальних точок (множину ефективних або непокращувальних
розв’язкiв задачi (1)) 𝐷𝑝 ⊂ 𝐷. Оптимальнi розв’язки багатокри-
терiальної задачi (1) варто шукати тiльки серед елементiв мно-
жини 𝐷𝑝. У цiй множинi жоден (частковий) критерiй не може
бути покращений без погiршення хоча б одного з iнших. Кори-
сною властивiстю множини 𝐷𝑝 ефективних точок є можливiсть
вiдкидати iз множини альтернатив 𝐷 свiдомо невдалi (що посту-
паються iншим допустимим альтернативам за всiма критерiями).
Розв’язання кожної багатокритерiальної задачi виду (1) повинно
починатися з видiлення множини 𝐷𝑝. При вiдсутностi додаткової
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iнформацiї про систему переваг ОПР повинна вибирати розв’я-
зок задачi (1) саме iз множини 𝐷𝑝 парето-оптимальних точок.
У загальному випадку розв’язання багатокритерiальної задачi
складається з побудови множини точок, оптимальних за Паре-
то, i подальшого вибору однiєї з них за допомогою якого-небудь
додаткового критерiю.

Зауважимо, що частковi критерiї 𝑓𝑖, 𝑖 = 1,𝑚, вiдображають
допустиму множину 𝐷 ⊂ R𝑛 у множину 𝐹 ⊂ R𝑚, яка називається
множиною досяжностi у критерiальному просторi, а множину
𝐷𝑝 ⊂ 𝐷 парето-оптимальних точок — у множину 𝐹𝑝 ⊂ 𝐹 , що
називається множиною Парето.

Приклад 1. [3] Нехай математична модель задачi БО iз двома
критерiями має вигляд:

𝑓1 = 2𝑥1 + 𝑥2 → max,

𝑓2 = 2𝑥1 + 3𝑥2 → max

при обмеженнях: {︃
𝑥21 + 𝑥22 6 100,

𝑥1 > 0, 𝑥2 > 0.

Потрiбно визначити множину точок, оптимальних за Парето.

Допустима область 𝐷 являє собою чверть кола радiусу 10
iз центром у початку координат, розташовану в 1-му квадрантi
(рис. 1).

Знайдемо точки, оптимальнi за критерiями 𝑓1 i 𝑓2 окремо. Для
цього побудуємо вектори, що мають напрямки векторiв 𝑝1(2; 1)

й 𝑝2(2; 3), i перпендикулярно їм — лiнiї рiвня. За лiнiями рiвня
визначаються оптимальнi точки 𝐴 i 𝐵, розмiщенi на колi.
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Рис. 1. Множина парето-оптимальних точок

Перевiримо довiльну точку 𝐶 ∈ 𝐷 на парето-оптимальнiсть.
Через неї проведемо лiнiї рiвня цiльових функцiй i розглянемо
конус, утворений перетином напiвплощин, обмежених цими лi-
нiями, що лежать у напрямку збiльшення вiдповiдних цiльових
функцiй (конус домiнування для альтернативи 𝐶). На рис. 1 цей
конус зафарбований. Очевидно, що точку 𝐶 можна полiпшити за
обома критерiями, i тому вона не є ефективною. Множина ефе-
ктивних точок 𝐷𝑝 (точок, оптимальних за Парето) розташована
на дузi кола 𝐴𝐵. Таким чином, ефективнi точки лежать тiльки
мiж точками оптимуму, отриманими при розв’язаннi багатокри-
терiальної задачi окремо за кожним iз критерiїв.

Знайдемо координати точки 𝐴. Нормальний вектор кола має
координати 𝑛1 = (2𝑥1; 2𝑥2), а лiнiї рiвня 1-ої цiльової функцiї —
𝑛2 = (2; 1). З умови колiнеарностi векторiв слiдує пропорцiйнiсть

координат:
2𝑥1
2

=
2𝑥2
1

. Таким чином, координати точки 𝐴 задо-
вольняють системi рiвнянь:{︃

𝑥1 = 2𝑥2,

𝑥21 + 𝑥22 = 100.

Розв’язавши систему, отримаємо точку 𝐴
(︀
4
√
5; 2

√
5
)︀
. Аналогiчно

знайдемо, що точка 𝐵 має координати
(︂

20√
13

;
30√
13

)︂
.

Приклад 2. [3] Для задачi, сформульованої у прикладi 1, визна-
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чити множину досяжностi i множину Парето.
Розглянемо, що вiдбувається у просторi критерiїв при вiдобра-

женнi альтернатив вектором цiльових функцiй.
Складемо табл. 1 з характерних точок допустимої областi i

вiдповiдних їм образiв у просторi критерiїв.

Таблиця 1
Точка

в областi 𝐷
𝑥1 𝑥2

Образ точки
у множинi 𝐹

𝑓1 = 2𝑥1 + 𝑥2 𝑓2 = 2𝑥1 + 3𝑥2

𝑂 0 0 𝑂′ 0 0
𝑀 0 10 𝑀 ′ 10 30
𝑁 10 0 𝑁 ′ 20 20
𝐴 4

√
5 ≈ 8.9 2

√
5 ≈ 4.5 𝐴′ 10

√
5 ≈ 22.4 14

√
5 ≈ 31.3

𝐵 20√
13

≈ 5.5 30√
13

≈ 8.3 𝐵′ 70√
13

≈ 19.4 130√
13

≈ 36.1

Для двох заданих критерiїв на рис. 2 представлено множину
досяжностi 𝐹 ⊂ R2 i множину Парето 𝐹𝑝 ⊂ 𝐹 , що є образом
множини 𝐷𝑝 оптимальних за Парето точок. Цi множини отриманi
на основi даних табл. 1.

Рис. 2. Множина досяжностi та множина Парето

Множина 𝐹𝑝 на рис. 2 являє собою дугу 𝐴′𝐵′. Для двох кри-
терiїв ця множина утворює «пiвнiчно-схiдну» границю множини
досяжностi.

Таким чином, розв’язком задачi МБО є множина 𝐷𝑝 точок,
оптимальних за Парето. Остаточний вибiр одного розв’язку зав-
жди залишається за ОПР.
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1.3 Способи нормалiзацiї часткових критерiїв

У реальних задачах масштаби вимiру критерiїв часто нео-
днаковi, а бiльшiсть використовуваних моделей чутливi до цього
факту i мають сенс тiльки у нормалiзованому критерiальному
просторi. Тому виникає необхiднiсть виконувати нормалiзацiю
критерiїв, тобто штучно зводити їх до єдиної мiри. Надалi буде-
мо вважати, що всi частковi критерiї невiд’ємнi, тобто 𝑓𝑖(𝑋) > 0

для всiх 𝑖 = 1,𝑚, 𝑋 ∈ 𝐷.
Найбiльш часто використовується така замiна критерiїв їх

безрозмiрними вiдносними величинами [4]:

𝜆𝑖(𝑋) =
𝑓max
𝑖 − 𝑓𝑖(𝑋)

𝑓max
𝑖 − 𝑓min

𝑖

, 𝑖 = 1,𝑚, (2)

де
𝑓max
𝑖 = max

𝑋∈𝐷
𝑓𝑖(𝑋), 𝑓min

𝑖 = min
𝑋∈𝐷

𝑓𝑖(𝑋), 𝑖 = 1,𝑚. (3)

Досить часто не вдається знайти 𝑓min
𝑖 або 𝑓max

𝑖 . Якщо не
вдається визначити 𝑓min

𝑖 , то нормалiзують критерiй 𝑓𝑖 наступним
чином:

𝜆𝑖(𝑋) =
𝑓max
𝑖 − 𝑓𝑖(𝑋)

𝑓max
𝑖

, 𝑖 = 1,𝑚, (4)

або
𝜆𝑖(𝑋) =

𝑓𝑖(𝑋)

𝑓max
𝑖

, 𝑖 = 1,𝑚. (5)

Якщо не вдається знайти 𝑓max
𝑖 , то:

𝜆𝑖(𝑋) =
𝑓𝑖(𝑋)

𝑓min
𝑖

, 𝑖 = 1,𝑚. (6)

У разi неможливостi знайти обидва екстремальнi значення задо-
вiльний результат дає така нормалiзацiя:

𝜆𝑖(𝑋) =
𝑓𝑖(𝑋)

𝑓0
𝑖

, 𝑖 = 1,𝑚, (7)

де 𝑓0
𝑖 — якесь прийнятне значення часткового критерiю 𝑓𝑖, 𝑖 =
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1,𝑚, що береться у якостi базового.
Перевагою способiв нормалiзацiї (2)–(5) є те, що нормалiзо-

ванi таким чином частковi критерiї задовольняють нерiвностi
0 6 𝜆𝑖(𝑋) 6 1, 𝑖 = 1,𝑚. Значення критерiїв, нормалiзованих
способами (6), (7) є також безрозмiрними величинами, але вони
у загальному випадку можуть бути довiльними.

1.4 Класифiкацiя методiв багатокритерiальної
оптимiзацiї

Основнi, найбiльш поширенi методи розв’язання задач бага-
токритерiальної оптимiзацiї представленi на рис. 3.

Рис. 3. Класифiкацiя методiв БО

Приведена на рис. 3 класифiкацiя, як i усi iншi, має досить
умовний характер. Наприклад, у так званих iнтерактивних ме-
тодах також використовується згортання векторного критерiю у
скалярний: у методi бажаної точки використовується максимiн-
на згортка, а у методi послiдовного вводу обмежень — адитивна.
Таким чином, iнтерактивнi методи вiдрiзняються вiд звичайних
тiльки способом взаємодiї з комп’ютером: вони застосовуються у
режимi дiалогу.



РОЗДIЛ 2

Методи зведення
багатокритерiальних задач
оптимiзацiї до однокритерiальних

Усi методи розв’язування задач багатокритерiальної оптимi-
зацiї заснованi на зведеннi початкової задачi (1) з векторним
критерiєм до оптимiзацiйної задачi iз скалярним критерiєм. Мiж
собою методи вiдрiзняються тiльки механiзмом реалiзацiї такого
зведення. Розглянемо найбiльш поширенi з них: згортання час-
ткових критерiїв, головного часткового критерiю, послiдовних
поступок, цiльового програмування.

2.1 Методи згортання часткових критерiїв

Замiсть часткових критерiїв 𝑓1, 𝑓2, . . . , 𝑓𝑚 розглядається один
скалярний критерiй, отриманий шляхом їх комбiнацiї. Розрiзня-
ють адитивну, мультиплiкативну та максимiнну згортки.

Будемо вважати, що усi частковi критерiї нормалiзованi одним
iз способiв (2)-(7). Окрiм цього, нехай визначений вектор вагових
коефiцiєнтiв критерiїв 𝑎 = (𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑚), якi характеризують
важливiсть вiдповiдного критерiю: 𝑎𝑖 > 𝑎𝑗 , якщо частковий кри-
терiй 𝑓𝑖 має прiоритет над частковим критерiєм 𝑓𝑗 , тобто 𝑓𝑖 ≻ 𝑓𝑗 .

При цьому
𝑚∑︀
𝑖=1

𝑎𝑖 = 1, 𝑎𝑖 > 0, 𝑖 = 1,𝑚.
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2.1.1 Метод адитивної згортки критерiїв

У цьому методi узагальнений скалярний критерiй будується
за правилом

𝑍(𝑋) =

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖 · 𝑓𝑖(𝑋). (8)

Пiсля цього розв’язується задача оптимiзацiї критерiю (8):

𝑍(𝑋) → max
𝑋∈𝐷

. (9)

Головною перевагою адитивної згортки (8) є те, що для неї сфор-
мульованi й доведенi необхiднi та достатнi умови оптимальностi
за Парето cite1. Але часто отриманий цим методом розв’язок є
нестiйким: малим змiнам вагових коефiцiєнтiв 𝑎𝑖 вiдповiдають
великi змiни критерiю.

Приклад 3. [1] Розглянемо задачу БО iз двома критерiями

𝑓1 = 𝑥1 → max,

𝑓2 = 𝑥2 → max

при обмеженнях {︃
𝑥1 + 2𝑥2 6 2,

𝑥1 > 0, 𝑥2 > 0.

Розв’яжемо задачу оптимiзацiї за кожним з критерiїв окремо.
Використовуючи графiчний метод (рис. 4а), одержимо оптималь-
ний розв’язок за першим критерiєм 𝑋*

1 = (2; 0) та оптимальний
розв’язок за другим критерiєм 𝑋2 = (0; 1).

На рис. 4б зображена множина досяжностi 𝐹 i зазначенi зна-
чення 𝑓max

1 = 2 та 𝑓max
2 = 1. Виконаємо згортку критерiїв:

𝑧 = 𝑎1𝑓1(𝑋) + 𝑎2𝑓2(𝑋) = 𝑎1𝑥1 + 𝑎2𝑥2 → max,

де 𝑎1 + 𝑎2 = 1, 𝑎1 > 0, 𝑎2 > 0.
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Рис. 4. Графiчна iнтерпретацiя розв’язання задачi оптимiзацiї за
двома локальними критерiями

Цiльова функцiя є лiнiйною, тому залежно вiд 𝑎1 та 𝑎2 опти-
мальними будуть кутовi точки допустимої областi 𝑋*

1 або 𝑋*
2 ,

або всi точки вiдрiзку 𝑋*
1𝑋

*
2 . Якщо 𝑎1 = 𝑎2 = 1

2 , то отримаємо
оптимальний розв’язок 𝑋* = 𝑋*

1 = (2; 0).

2.1.2 Метод мультиплiкативної згортки критерiїв

Для цього методу узагальнений скалярний критерiй береться
у формi добутку:

𝑍(𝑋) =
𝑚∏︁
𝑖=1

𝑓𝑎𝑖
𝑖 (𝑋) → max

𝑋∈𝐷
, (10)

де 𝑓𝑖(𝑋) > 0, 𝑖 = 1,𝑚, 𝑋 ∈ 𝐷.
Поясненням мультиплiкативного методу є уявлення про ваговi

коефiцiєнти 𝑎𝑖 як про ймовiрностi досягнення деяких показникiв
якостi.

2.1.3 Метод максимiнної згортки критерiїв
(гарантованого результату)

Розглядаються методи гарантованого результату, якi дають
найкращий результат навiть для самого найменшого iз часткових
критерiїв, тобто компромiсний розв’язок отримується шляхом
розв’язання наступної задачi оптимiзацiї:

𝑍(𝑋) = min
𝑖=1,𝑚

𝑓𝑖(𝑋) → max
𝑋∈𝐷

. (11)
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Основний недолiк методiв згортання критерiїв полягає у су-
б’єктивностi вибору вагових коефiцiєнтiв 𝑎𝑖, 𝑖 = 1,𝑚.

2.2 Метод головного часткового критерiю
(метод задоволених вимог)

Визначається головний на думку ОПР (чи експертiв) частко-
вий критерiй. Наприклад, 𝑓𝑗(𝑋). Всi iншi частковi критерiї пере-
водяться у розряд обмежень за наступним правилом. Вiдповiдно
до вимог ОПР на всi iншi частковi критерiї накладаються певнi
обмеження — призначаються мiнiмальнi допустимi значення ̃︀𝑓𝑖
для кожного критерiю:

𝑓𝑖(𝑋) > ̃︀𝑓𝑖, 𝑖 = 1,𝑚, 𝑖 ̸= 𝑗. (12)

Пiсля цього розв’язується задача однокритерiальної оптимiзацiї

𝑓𝑗(𝑋) → max, 𝑗 ∈ 1,𝑚 (13)

при умовах {︃
𝑓𝑖(𝑋) > ̃︀𝑓𝑖, 𝑖 = 1,𝑚, 𝑖 ̸= 𝑗,

𝑋 ∈ 𝐷.
(14)

Як результат розв’язування задачi (13), (14) визначається ефе-
ктивна альтернатива 𝑋* i її оцiнка 𝑦* = (𝑓1 (𝑋

*) , . . . , 𝑓𝑚 (𝑋*)).
ОПР аналiзує отримане значення 𝑦*𝑗 головного часткового крите-
рiю 𝑓𝑗 . Якщо це значення не задовольняє її, то ОПР намагається
збiльшити значення головного критерiю за рахунок змiн мiнi-
мально допустимих рiвнiв iнших критерiїв. Якщо значення голов-
ного критерiю задовольняє ОПР, то вона розмiрковує — можливо
чи нi деяке погiршення значення головного критерiю з метою по-
кращення значень iнших. Якщо нi, то процедура закiнчується. У
протилежному випадку можна зробити спробу призначити iнший
головний критерiй.

Приклад 4. [1] Методом головного часткового критерiю розв’я-
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зати задачу iз прикладу 3.
Нехай перший частковий критерiй 𝑓1 обраний у якостi голов-

ного. Призначимо мiнiмальне допустиме значення критерiю 𝑓2
на рiвнi ̃︀𝑓2 = 0.4. Тодi отримаємо наступну однокритерiальну
задачу:

𝑓1(𝑋) = 𝑥1 → max

при умовах ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑥2 > 0.4;

𝑥1 + 2𝑥2 6 2;

𝑥1 > 0, 𝑥2 > 0.

Очевидно, що оптимальним розв’язком є точка 𝑋* = (1.2; 0.4),
а max 𝑓1(𝑋) = 𝑓1 (𝑋

*) = 1.2. Якщо це значення головного кри-
терiю 𝑓1 задовольняє ОПР, то процедура методу закiнчується.
Якщо нi, то ОПР намагається його збiльшити, замiнюючи мiнi-
мальний рiвень для часткового критерiю 𝑓2. Якщо при цьому
значення другого часткового критерiю стає неприпустимо малим,
то, можливо, треба замiнити прiоритети критерiїв (якщо це не
буде суперечити змiсту задачi).

2.3 Метод послiдовних поступок

Частковi критерiї нумеруються у порядку спадання їх важли-
востi для ОПР. Нехай критерiї 𝑓1, 𝑓2, . . . , 𝑓𝑚 вже записанi у
порядку зменшення їх прiоритету, тобто 𝑓1 ≻ 𝑓2 ≻ . . . ≻ 𝑓𝑚.

Крок 1. Розв’язується задача оптимiзацiї за першим частко-
вим критерiєм

𝑓1(𝑋) → max
𝑋∈𝐺1

, (15)

де множина 𝐺1 = 𝐷 ⊂ R𝑛. Нехай 𝑋1 — оптимальний розв’язок
задачi (15). Позначимо через

𝑦1 =
(︀
𝑓1
(︀
𝑋1
)︀
, . . . , 𝑓𝑚

(︀
𝑋1
)︀)︀

=
(︀
𝑦11, . . . , 𝑦

1
𝑚

)︀
вiдповiдну оцiнку значень часткових критерiїв.

Крок 2. ОПР аналiзує отриману оцiнку. У випадку, коли во-
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на не задовольняє ОПР, призначається величина поступки Δ𝑓1 за
першим критерiєм, на яку ОПР може погодитися з метою покра-
щення значень iнших, менш важливих критерiїв. Далi будується
«уточнена» множина альтернатив 𝐺2 ⊂ 𝐺1:

𝐺2 =
{︀
𝑋 ∈ 𝐺1 : 𝑓1(𝑋) > 𝑦11 −Δ𝑓1

}︀
, (16)

на якiй розв’язується задача оптимiзацiї за другим частковим
критерiєм:

𝑓2(𝑋) → max
𝑋∈𝐺2

. (17)

Нехай 𝑋2 — оптимальний розв’язок задачi (17), а
𝑦2 =

(︀
𝑓1
(︀
𝑋2
)︀
, . . . , 𝑓𝑚

(︀
𝑋2
)︀)︀

=
(︀
𝑦21, . . . , 𝑦

2
𝑚

)︀
— вiдповiдна оцiнка.

Крок 3. ОПР аналiзує отриману оцiнку i призначає вели-
чину поступки Δ𝑓2 за другим критерiєм. Будується «уточнена»
множина альтернатив

𝐺3 =
{︀
𝑋 ∈ 𝐺2 : 𝑓2(𝑋) > 𝑦22 −Δ𝑓2

}︀
(18)

i розв’язується задача оптимiзацiї за третiм критерiєм:

𝑓3(𝑋) → max
𝑋∈𝐺3

(19)

i т. д.

Крок 𝑚. Призначається поступка Δ𝑓𝑚−1 за (𝑚− 1)-м крите-
рiєм, будується множина

𝐺𝑚 =
{︀
𝑋 ∈ 𝐺𝑚−1 : 𝑓𝑚−1(𝑋) > 𝑦𝑚−1

𝑚−1 −Δ𝑓𝑚−1

}︀
(20)

i розв’язується задача

𝑓𝑚(𝑋) → max
𝑋∈𝐺𝑚

, (21)

розв’язок якої позначимо 𝑋𝑚.

ОПР повинна чи погодитися з отриманою альтернативою 𝑋𝑚,
чи повторно виконати процедуру, замiнивши величини поступок
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Δ𝑓𝑖, 𝑖 = 1,𝑚− 1. У цьому випадку ОПР збагачується знанням
про взаємозв’язок величин поступок за критерiями та значень
менш важливих критерiїв.

Варто зазначити: якщо на перших кроках методу призначити
занадто великi значення поступок, то ефективна альтернатива,
отримана в кiнцi процедури, може мати вищi показники за менш
важливими критерiями. I навпаки, якщо ОПР намагається отри-
мати високi показники за бiльш важливими критерiями, то вона
може отримати ефективну альтернативу iз неприпустимо мали-
ми показниками за менш важливими критерiями. Звiдси можна
зробити висновок, що дуже важливо вiрно впорядкувати частковi
критерiї. Тодi ОПР може обмежитись аналiзом попарного зв’язку
критерiїв.

Одним iз серйозних недолiкiв методу є зростання обчислю-
вальної складностi однокритерiальних задач оптимiзацiї з кiлькi-
стю зроблених крокiв, оскiльки на кожному кроцi додається нове
обмеження. Але основний недолiк методу полягає у суб’єктивно-
стi вибору прийнятних значень часткових критерiїв та величин
поступок. При невдалому виборi величин поступок розв’язок за-
дачi вже з другого кроку може стати не ефективним. Варто також
пам’ятати, що поступки можуть бути непорiвняннi мiж собою,
тому треба попередньо нормалiзувати частковi критерiї.

Приклад 5. [1] Методом послiдовних поступок розв’язати таку
трикритерiальну задачу:

𝑓1(𝑋) = 2𝑥1 + 𝑥2 → max ,

𝑓2(𝑋) = 𝑥1 + 2𝑥2 → max ,

𝑓3(𝑋) = −𝑥1 − 𝑥2 → max ,

𝐷 :

{︃
𝑥1 + 𝑥2 6 5,

0 6 𝑥1, 𝑥2 6 4.

На рис. 5 зображено множину альтернатив 𝐷; лiнiї рiвнiв
першого, другого та третього критерiїв, вiдповiдно (1), (2), (3);
𝑋 ′, 𝑋 ′′, 𝑋 ′′′ — найкращi, вiдповiдно за першим, другим та третiм
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критерiями задачi, альтернативи.

Рис. 5.

Будемо вважати, що критерiї вже впорядкованi за зменшен-
ням їхньої важливостi та знайдемо максимум першого критерiю
на множинi альтернатив:

𝑓1(𝑋) = 2𝑥1 + 𝑥2 → max
𝐺1

,

𝐺1 :

{︃
𝑥1 + 𝑥2 6 5,

0 6 𝑥1, 𝑥2 6 4.

Отримаємо ефективну альтернативу 𝑋1 = (4; 1), яка має
оцiнку 𝑦1 = (9; 6;−5). Припустимо, що отриманий результат не
задовольняє ОПР. Тодi визначимо величину поступки Δ𝑓1, на
яку можна погодитися, щоб покращити значення iнших крите-
рiїв. Нехай Δ𝑓1 = 1, «уточнена» множина альтернатив: 𝐺2 ={︀
𝑋 : 𝑋 ∈ 𝐺1, 𝑓1(𝑋) > 𝑦11 −Δ𝑓1 = 8

}︀
.

На другому кроцi максимiзуємо другий критерiй на уточненiй
множинi альтернатив:

𝑓1(𝑋) = 𝑥1 + 2𝑥2 → max
𝐺2

,
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𝐺2 :

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑥1 + 𝑥2 6 5,

0 6 𝑥1, 𝑥2 6 4,

2𝑥1 + 𝑥2 > 8.

Рис. 6.

Iз рис. 6 бачимо, що розв’язком задачi буде ефективна альтер-
натива 𝑋2 = (3; 2), яка має оцiнку 𝑦2 = (8; 7;−5). Припустимо, що
отриманий результат також не задовольняє ОПР. Тодi визначимо
величину поступки Δ𝑓2, на яку можна погодитися, щоб покращи-
ти значення третього критерiю. Нехай Δ𝑓2 = 1, «уточнена» мно-
жина альтернатив 𝐺3 =

{︀
𝑋 : 𝑋 ∈ 𝐺2, 𝑓2(𝑋) > 𝑦22 −Δ𝑓2 = 6

}︀
.

Тепер (крок 3) на цiй множинi максимiзуємо третiй критерiй:

𝑓3(𝑋) = −𝑥1 − 𝑥2 → max
𝐺3

,

𝐺3 :

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑥1 + 𝑥2 6 5,

0 6 𝑥1, 𝑥2 6 4,

2𝑥1 + 𝑥2 > 8,

𝑥1 + 2𝑥2 > 6.

Звiдси (це можна побачити на рис. 7) знаходимо ефективну

альтернативу 𝑋3 =

(︂
10

3
;
4

3

)︂
, яка має оцiнку 𝑦3 =

(︂
8; 6;−14

3

)︂
.
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Рис. 7.

Якщо ОПР не влаштовують отриманi результати, вона повер-
тається на вiдповiдний крок, де було зроблено (на думку ОПР)
невiрну поступку. В iншому випадку процедура закiнчується.

2.4 Метод цiльового програмування
(iдеальної точки)

Назва методу пов’язана з тим, що при його реалiзацiї ОПР
задає певнi цiльовi значення 𝑓1, 𝑓2, . . . , 𝑓𝑚 для кожного частко-
вого критерiю. Даний метод у загальному випадку не потребує
iнформацiї про перевагу на множинi критерiїв. Задача багато-
критерiальної оптимiзацiї перетворяюється на задачу мiнiмiзацiї
суми вiдхилень вiд цiльових значень iз деяким показником 𝑝 > 1:

𝑍(𝑋) =

(︃
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑤𝑖

⃒⃒
𝑓𝑖(𝑋)− 𝑓 𝑖

⃒⃒𝑝)︃1/𝑝

→ min
𝑋∈𝐷

, (22)

де 𝑤𝑖 > 0, 𝑖 = 1,𝑚— деякi ваговi коефiцiєнти. Якщо частковi
критерiї вважаються рiвноцiнними, то 𝑤𝑖 = 1, 𝑖 = 1,𝑚.

У межах методу робиться припущення про наявнiсть так зва-
ної «iдеальної точки» 𝑓max = (𝑓max

1 , . . . , 𝑓max
𝑚 ) у просторi критерi-

їв, де 𝑓max
𝑖 = max

𝑋∈𝐷
𝑓𝑖(𝑋), 𝑖 = 1,𝑚. Тодi при 𝑝 = 2 i 𝑤𝑖 = 1, 𝑖 = 1,𝑚
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iз (22) одержимо задачу мiнiмiзацiї семи квадратiв вiдхилень:

𝑍(𝑋) =

⎯⎸⎸⎷ 𝑚∑︁
𝑖=1

|𝑓𝑖(𝑋)− 𝑓max
𝑖 |2 → min

𝑋∈𝐷
, (23)

у якiй мiнiмiзується евклiдова вiдстань вiд множини досяжностi
𝐹 до «iдеальної точки» 𝑓max («абсолютного максимуму»). Таким
чином, у цьому методi правило вибору компромiсу полягає у зна-
ходженнi альтернативи, оцiнка якої є найближчою до «iдеальної
точки» у деякiй метрицi.

Ускладнення, обумовленнi рiзномасштабнiстю величин
|𝑓𝑖(𝑋)− 𝑓max

𝑖 |, можна усунути за допомогою нормалiзацiї крите-
рiїв:

𝑍(𝑋) =

⎯⎸⎸⎷ 𝑚∑︁
𝑖=1

(︂
|𝑓𝑖(𝑥)− 𝑓max

𝑖 |
𝑓max
𝑖

)︂2

→ min
𝑋∈𝐷

. (24)

Приклад 6. [1] Методом цiльового програмування розв’язати
задачу iз прикладу 3:

𝑓1(𝑋) = 𝑥1 → max
𝑋∈𝐷

,

𝑓2(𝑋) = 𝑥2 → max
𝑋∈𝐷

,

𝐷 =
{︀
𝑥 ∈ R2 : 𝑥1 + 2𝑥2 6 2, 𝑥1 > 0, 𝑥2 > 0

}︀
.

В умовах прикладу 3 маємо 𝑓max
1 = 2, 𝑓max

2 = 1, тому задача
(24) прийме вигляд:

𝑍(𝑋) =

√︃
(𝑥1 − 2)2

4
+

(𝑥2 − 1)2

1
→ min

𝑋∈𝐷

при умовах

𝐷 :

{︃
𝑥1 + 2𝑥2 6 2

𝑥1 > 0, 𝑥2 > 0.
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При постiйному значеннi 𝑍 лiнiї рiвня цiльової функцiї

(𝑥1 − 2)2

(2𝑍)2
+

(𝑥2 − 1)2

𝑍2
= 1

являтимуть собою елiпси iз центром у точцi 𝑀(2; 1) та пiвосями
𝑎 = 2𝑍 й 𝑏 = 𝑍. Необхiдно знайти мiнiмальне значення 𝑍, для
якого вiдповiдний елiпс буде мати спiльнi точки з областю 𝐷. На
рис. 8 показано графiчний розв’язок даної задачi.

Рис. 8.

Оптимальною є точка 𝑋* =

(︂
1;

1

2

)︂
, у якiй елiпс дотикається

межi областi 𝐷.



РОЗДIЛ 3

Iнтерактивнi методи
багатокритерiальної оптимiзацiї

Часто для визначення найкращого рiшення ОПР доводиться
розв’язувати задачi структурної та параметричної оптимiзацiї.
При цьому модель прийняття рiшень описується як задача ба-
гатокритерiальної оптимiзацiї. У даний час набули поширення
iнтерактивнi методи розв’язування задач векторної оптимiзацiї,
у яких уточнення узагальнених критерiїв та упорядкування час-
ткових критерiїв за важливiстю виробляється на основi дiалогу з
ЕОМ. При цьому користувач може змiнити процес розв’язування
задачi на будь-якому етапi. Основною проблемою тут є розроб-
ка ефективних пакетiв прикладних програм, сценарiїв дiалогу,
евристичних i точних алгоритмiв розв’язування задач.

Найбiльш поширеними на практицi є такi iнтерактивнi ме-
тоди: послiдовного вводу обмежень, бажаної точки та аналiзу
iєрархiй. Стисло розглянемо алгоритми цих методiв.

3.1 Метод послiдовного вводу обмежень

Характерною особливiстю цiєї дiалогової процедури є послi-
довне (на кожному кроцi) введення обмежень на альтернативи,
якi мають незадовiльнi, iз погляду ОПР, значення критерiїв.

𝑘-й крок (𝑘 = 1, 2, . . .). Обчислюються оптимальнi значення
кожного критерiю окремо на «уточненiй» множинi альтернатив:

𝑓
*(𝑘)
𝑖 = max

𝑥∈𝐺𝑘

𝑓𝑖(𝑥), 𝑖 = 1,𝑚; 𝐺1 ≡ 𝐷 (25)
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i формується вектор «iдеальної» оцiнки на уточненiй множинi
альтернатив: 𝑓*(𝑘) =

(︁
𝑓
*(𝑘)
1 , . . . , 𝑓

*(𝑘)
𝑚

)︁
. Далi визначаються ваго-

вi коефiцiєнти критерiїв 𝛼
(𝑘)
1 , . . . , 𝛼(𝑘)

𝑚 так. Складається матриця
𝜎(𝑘) =

(︁
𝜎
(𝑘)
𝑖𝑗

)︁
𝑖,𝑗=1,𝑚

переваг ОПР на множинi критерiїв, кожна па-

ра симетричних елементiв якої
(︁
𝜎
(𝑘)
𝑖𝑗 , 𝜎

(𝑘)
𝑗𝑖

)︁
характеризує вiдносну

важливiсть 𝑖-го критерiю порiвняно з 𝑗-м. Значення кожної пари
елементiв цiєї матрицi вибирається так: (8, 1)— при явнiй перева-
зi 𝑖-го критерiю над 𝑗-м; (4, 1)— при значнiй перевазi; (2, 1)— при
«звичайнiй» перевазi; (1, 1)— при рiвноцiнностi критерiїв. Тепер
розраховуються ваговi коефiцiєнти критерiїв за такою формулою:

𝛼
(𝑘)
𝑖 =

𝑚∑︀
𝑠=1

𝜎𝑖𝑠/
𝑚∑︀

𝑟=1

𝑚∑︀
𝑠=1

𝜎𝑟𝑠, 𝑖 = 1,𝑚.

Унаслiдок розв’язку задачi max
𝑋∈𝐺𝑘

𝑚∑︀
𝑖=1

𝛼
(𝑘)
𝑖 𝑓𝑖(𝑋) визначається аль-

тернатива 𝑋𝑘 i ї ї оцiнка 𝑦𝑘 =
(︀
𝑓1
(︀
𝑋𝑘
)︀
, . . . , 𝑓𝑚

(︀
𝑋𝑘
)︀)︀

.
ОПР аналiзує отриману альтернативу й оцiнку 𝑦𝑘 шляхом

її зiставлення з «iдеальною» оцiнкою 𝑓*(𝑘). Якщо оцiнка 𝑦𝑘 за-
довольняє ОПР, то процедура закiнчується, а альтернатива 𝑋𝑘

приймається за розв’язок вихiдної задачi. Iнакше, вказується но-
мер 𝑠 ∈ {1, ...,𝑚} критерiю, значення якого найменш, на думку
ОПР, його задовольняє; визначається, до якого рiвня 𝜉𝑠 потрi-
бно покращити значення цього критерiю, формується нова «уто-
чнена» множина альтернатив 𝐺𝑘+1 = {𝑋 ∈ 𝐺𝑘 : 𝑓𝑠(𝑋) > 𝜉𝑠} i
здiйснюється перехiд на наступний крок.

Приклад 7. [1] Методом послiдовного вводу обмежень розв’яза-
ти таку двокритерiальну задачу:

𝑓1(𝑋) = 2𝑥1 + 𝑥2 → max
𝑋∈𝐷

, 𝑓2(𝑋) = 𝑥1 + 2𝑥2 → max
𝑋∈𝐷

,

де 𝐷 =
{︁
𝑋 : (𝑥1 − 1)2 + (𝑥2 − 1)2 6 4, 𝑥1,2 > 0

}︁
.

На рис. 9 зображено множину альтернатив 𝐷; лiнiї рiвнiв пер-
шого й другого критерiїв, вiдповiдно (1) i (2);
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𝑋 ′ =
(︀
4
√
5/5 + 1; 2

√
5/5 + 1

)︀
, 𝑋 ′′ =

(︀
2
√
5/5 + 1; 4

√
5/5 + 1

)︀
— найкра-

щi, вiдповiдно за першим i другим критерiєм задачi, альтернати-
ви.

Рис. 9.

Крок 1. Обчислюємо оптимальнi значення кожного критерiю
окремо на всiй множинi альтернатив i отримуємо вектор «iде-
альної» оцiнки 𝑓*(1) = (7.5; 7.5). Нехай перший критерiй значно
переважає другий. Тодi матриця переваг критерiїв буде мати

такий вигляд: 𝜎(1) =

(︃
1 4

1 1

)︃
. Обчислюємо ваговi коефiцiєнти

критерiїв

𝛼
(1)
1 =

1 + 4

4 + 1 + 1 + 1
=

5

7
, 𝛼

(1)
2 =

1 + 1

4 + 1 + 1 + 1
=

2

7
.

Iз задачi

𝑍(𝑋) = 𝛼
(1)
1 𝑓1(𝑋) + 𝛼

(1)
2 𝑓2(𝑋) =

=
5

7
(2𝑥1 + 𝑥2) +

2

7
(𝑥1 + 2𝑥2) =

3

7
(4𝑥1 + 3𝑥2) → max

𝐺1

,

де 𝐺1 = 𝐷 =
{︁
𝑋 : (𝑥1 − 1)2 + (𝑥2 − 1)2 6 4, 𝑥1,2 > 0

}︁
, визначи-

мо ефективну альтернативу 𝑋1 = (13/5; 11/5) та її оцiнку 𝑦1 =

(7.4; 7). Нехай ми вирiшили, що внаслiдок порiвняння отриманої
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оцiнки i «iдеальної» оцiнки 𝑓*(1) = (7.5; 7.5) другий критерiй на-
буде неприпустимо малого значення. Встановимо мiнiмальний
рiвень цього критерiю 𝜉2 = 7.2, отримаємо «уточнену» множину
альтернатив 𝐺2 = {𝑋 ∈ 𝐺1 : 𝑥1 + 2𝑥2 > 7.2}.

Крок 2. На рис. 10 зображено множину 𝐺2.

Рис. 10.

Обчислюємо оптимальнi значення кожного критерiю окремо
на «уточненiй» множинi альтернатив i отримаємо вектор «iде-
альної» оцiнки 𝑓*(2) ≈ (7.28; 7.5). Нехай тепер критерiї рiвноцiннi
для ОПР. Тодi матриця переваг критерiїв матиме такий вигляд:

𝜎(2) =

(︃
1 1

1 1

)︃
. Обчислюємо ваговi коефiцiєнти критерiїв

𝛼
(2)
1 =

1 + 1

1 + 1 + 1 + 1
=

1

2
, 𝛼

(2)
2 =

1 + 1

1 + 1 + 1 + 1
=

1

2
.

Розв’язавши задачу

𝑍(𝑋) = 𝛼
(2)
1 𝑓1(𝑋) + 𝛼

(2)
2 𝑓2(𝑋) =

=
1

2
(2𝑥1 + 𝑥2) +

1

2
(𝑥1 + 2𝑥2) =

3

2
(𝑥1 + 𝑥2) → max

𝐺2

,
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де 𝐺2 =
{︁
𝑋 : (𝑥1 − 1)2 + (𝑥2 − 1)2 6 4, 𝑥1 + 2𝑥2 > 7.2, 𝑥1,2 > 0

}︁
,

визначимо ефективну альтернативу 𝑋2 = (
√
2 + 1;

√
2 + 1) i її

оцiнку 𝑦2 = (3
√
2 + 3; 3

√
2 + 3) ≈ (7.24; 7.24) (на рис. 10 зобра-

жено: (1) — лiнiя рiвня цiльової функцiї задачi, 𝑋2 — розв’язок
задачi). Якщо отримана ефективна альтернатива та її оцiнка за-
довольняють ОПР, то процедура закiнчується. У протилежному
випадку — перехiд на наступний крок.

У цьому методi можуть використовуватися й iншi способи ви-
явлення переваг 𝛼

(𝑘)
1 , . . . , 𝛼

(𝑘)
𝑚 на множинi критерiїв. Наприклад,

нехай 𝑋𝑖𝑙 — альтернатива, яка максимiзує 𝑙-й критерiй на мно-
жинi 𝐺𝑖; 𝑓

*(𝑘)
𝑖 , 𝑓min(𝑘)

𝑖 — вiдповiдно найкраще та найгiрше зна-
чення 𝑖-го критерiю на цiй множинi. Далi, для 𝑖 = 1,𝑚 обчи-

слюються величини: чи 𝛿
(𝑘)
𝑖 = max

𝑙=1,𝑚

𝑓
*(𝑘)
𝑖 − 𝑓𝑖

(︀
𝑋𝑖𝑙
)︀

𝑓
*(𝑘)
𝑖 − 𝑓

min(𝑘)
𝑖

, чи 𝛿
(𝑘)
𝑖 =

1

𝑚

𝑚∑︀
𝑙=1

𝑓
*(𝑘)
𝑖 − 𝑓𝑖

(︀
𝑋𝑖𝑙
)︀

𝑓
*(𝑘)
𝑖 − 𝑓

min(𝑘)
𝑖

, вiдповiдно чи максимальне, чи середнє вiд-

носне вiдхилення вiд найкращого значення 𝑖-го критерiю на аль-
тернативах, що максимiзують iншi критерiї. Ваговi коефiцiєнти
критерiїв визначаються за формулою:

𝛼
(𝑘)
𝑖 =

𝛿
(𝑘)
𝑖

𝑚∑︀
𝑗=1

𝛿
(𝑘)
𝑗

, 𝑖 = 1,𝑚. (26)

Метод використовує два типи iнформацiї вiд ОПР: iнформа-
цiю про вiдносну важливiсть критерiїв та iнформацiю про дiапа-
зони значень критерiїв.

3.2 Метод бажаної точки

Особливiстю цiєї дiалогової процедури є необхiднiсть задання
ОПР бажаних значень критерiїв для визначення переваги на
множинi критерiїв.

0-й крок. Розраховуються «найкращi» i «найгiршi» значення
критерiїв: 𝑓*

𝑖 = max
𝑋∈𝐷

𝑓𝑖(𝑋), ℎ*𝑖 = min
𝑋∈𝐷

𝑓𝑖(𝑋), 𝑖 = 1,𝑚, здiйснюється
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монотонне перетворення критерiїв до нормованого безрозмiрного
вигляду:

𝜔𝑖(𝑋) =
𝑓*
𝑖 − 𝑓𝑖(𝑋)

𝑓*
𝑖 − ℎ*𝑖

, 𝑖 = 1,𝑚. (27)

𝑘-й крок (𝑘 = 1, 2, . . .). ОПР аналiзує отриманий на попере-
дньому кроцi розв’язок i його оцiнку порiвняно з «найкращими»
i «найгiршими» значеннями критерiїв i вказує бажанi значення
критерiїв 𝜉𝑘𝑖 ∈ [ℎ*𝑖 ; 𝑓

*
𝑖 ], 𝑖 = 1,𝑚.

Здiйснюється перетворення бажаних значень цiльових фун-
кцiй до нормованого безрозмiрного вигляду:

𝜔𝑘
𝑖 =

𝑓*
𝑖 − 𝜉𝑘𝑖

𝑓*
𝑖 − ℎ*𝑖

, 𝑖 = 1,𝑚. (28)

Обчислюються ваговi коефiцiєнти критерiїв:

𝜌𝑘𝑖 =

𝑚∏︀
𝑗=1,𝑗 ̸=𝑖

𝜔𝑘
𝑗

𝑚∑︀
𝑗=1

𝑚∏︀
𝑙=1,𝑙 ̸=𝑗

𝜔𝑘
𝑙

, 𝑖 = 1,𝑚. (29)

Ефективна альтернатива 𝑋𝑘 знаходиться як розв’язок одно-
критерiальної задачi: max

𝑋∈𝐷
min
𝑖=1,𝑚

𝜌𝑘𝑖 𝜔𝑖(𝑋)

Обчислюється оцiнка 𝑦𝑘 =
(︀
𝑓1
(︀
𝑋𝑘
)︀
, . . . , 𝑓𝑚

(︀
𝑋𝑘
)︀)︀

. Якщо отри-
манi значення цiльових функцiй задовольняють ОПР, то процеду-
ра закiнчується, у протилежному випадку — переходимо на насту-
пний крок. Цей метод використовує тiльки один тип iнформацiї
вiд ОПР про бажанi значення критерiїв.

Приклад 8. [1] Розв’язати методом бажаної точки таку задачу:

2𝑥1 + 𝑥2 → max, 𝑥1 + 2𝑥2 → max,

𝑥1 + 𝑥2 6 5, 0 6 𝑥1,2 6 4.
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Рис. 11.

На рис. 11 зображено множину альтернатив 𝐷; лiнiї рiвнiв
першого та другого критерiїв, вiдповiдно (1), (2); 𝑋 ′ = (4; 1),
𝑋 ′′(1; 4)— найкращi, вiдповiдно за першим i другим критерiєм
задачi, альтернативи.

0-й крок. Обчислюємо «найкращi» i «найгiршi» значення кри-
терiїв: 𝑓*

1 = 9, ℎ*1 = 0, 𝑓*
2 = 9, ℎ*2 = 0.

Крок 1. ОПР вказує бажанi значення критерiїв 𝜉1𝑖 ∈ [0; 9],
𝑖 = 1, 2. Нехай, наприклад, 𝜉11 = 27/7, 𝜉12 = 36/7. Здiйснюємо пе-
ретворення бажаних значень цiльових функцiй до нормованого

безрозмiрного вигляду: 𝜔1
1 =

9− 27
7

9
=

4

7
, 𝜔1

2 =
9− 36

7

9
=

3

7
.

Обчислюємо ваговi коефiцiєнти критерiїв:

𝜌11 =
3
7

3
7 + 4

7

=
3

7
, 𝜌12 =

4
7

3
7 + 4

7

=
4

7
.

Ефективну альтернативу 𝑋1 знаходимо як розв’язок задачi

min

{︂
3

7
(2𝑥1 + 𝑥2) ,

4

7
(𝑥1 + 2𝑥2)

}︂
→ max,

𝑥1 + 𝑥2 6 5, 0 6 𝑥1,2 6 4.
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На рис. 11 бачимо лiнiї рiвнiв
90

49
i
180

49
цiєї функцiї, якi утворю-

ють кути, вершини яких 𝑋 i 𝑋* знаходяться на прямiй 2𝑥1 = 5𝑥2,
що визначається умовою рiвностi аргументiв функцiї

min

{︂
3

7
(2𝑥1 + 𝑥2) ,

4

7
(𝑥1 + 2𝑥2)

}︂
,

а боковi сторони паралельнi лiнiям рiвня вiдповiдних критерi-

їв початкової двокритерiальної задачi. Рiвень
180

49
буде макси-

мальним значенням функцiї, а точка 𝑋(1) = 𝑋* =

(︂
25

7
;
10

7

)︂
буде оптимальним розв’язком цiєї задачi. Обчислюємо оцiнку

𝑦1 =

(︂
60

7
;
45

7

)︂
. Якщо отриманi значення критерiїв задовольня-

ють ОПР, то процедура закiнчується, у протилежному випадку —
переходимо на наступний крок.

3.3 Метод аналiзу iєрархiй (МАI)

Цей метод розроблений американським математиком Томасом
Саатi. МАI дозволяє зрозумiлим i рацiональним чином структу-
рувати складну проблему прийняття рiшень у виглядi iєрархiї,
порiвняти i виконати кiлькiсну оцiнку альтернативних варiантiв
рiшення. МАI не нав’язує ОПР будь якого «правильного рiшен-
ня», а дозволяє їй в iнтерактивному режимi знайти такий варiант
(альтернативу), який найкращим чином узгоджується з його ро-
зумiнням сутi проблеми та вимогами до її вирiшення.

Аналiз проблеми прийняття рiшень у МАI починається з по-
будови iєрархiчної структури, яка включає мету, критерiї, альтер-
нативи та iншi фактори, що впливають на вибiр. Ця структура
вiдображає розумiння проблеми особою, яка приймає рiшення.

Кожен елемент iєрархiї може представляти рiзнi аспекти розв’я-
зуваної задачi, причому до уваги можуть бути прийнятi як ма-
терiальнi, так i нематерiальнi чинники, вимiрюванi кiлькiснi па-
раметри та якiснi характеристики, об’єктивнi данi та суб’єктивнi
експертнi оцiнки.
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Наступним етапом аналiзу є визначення прiоритетiв, якi пред-
ставляють вiдносну важливiсть або перевагу елементiв побудо-
ваної iєрархiчної структури, за допомогою процедури парних по-
рiвнянь.

На заключному етапi аналiзу виконується синтез (лiнiйна
згортка) прiоритетiв на iєрархiї, в результатi якої обчислюються
прiоритети альтернативних рiшень щодо головної мети. Кращою
вважається альтернатива iз максимальним значенням прiорите-
ту.

Порядок застосування методу аналiзу iєрархiй:

1. Побудова якiсної моделi проблеми у виглядi iєрархiї, що
включає мету, альтернативнi варiанти досягнення цiлi i кри-
терiї для оцiнки якостi альтернатив.

2. Визначення прiоритетiв всiх елементiв iєрархiї з використа-
нням методу парних порiвнянь.

3. Синтез глобальних прiоритетiв альтернатив шляхом лiнiй-
ної згортки прiоритетiв елементiв на iєрархiї.

4. Перевiрка суджень на узгодженiсть.

5. Прийняття рiшення на основi отриманих результатiв.

Перший крок МАI — побудова iєрархiчної структури, що об’-
єднує мету вибору, критерiї, альтернативи та iншi фактори, що
впливають на вибiр рiшення. Побудова такої структури допома-
гає проаналiзувати всi аспекти проблеми i глибше вникнути у
суть задачi.

Iєрархiчна структура — це графiчне представлення проблеми
у виглядi перевернутого дерева, де кожен елемент, за винятком
самого верхнього, залежить вiд одного або бiльше вище розташо-
ваних елементiв. У вершинi iєрархiї (iнколи кажуть на верхньо-
му чи на першому рiвнi) знаходиться найважливiший критерiй.
Деяка пiдмножина критерiїв утворює другий (за важливiстю) рi-
вень iєрархiї, iнша пiдмножина — третiй i т. д. На нижньому рiвнi
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iєрархiї знаходяться безпосередньо альтернативи. На рис. 12 наве-
дено загальну схему iєрархiї, де 𝑓 𝑖

𝑗 — елементи iєрархiї критерiїв,
𝑥𝑖 — альтернативи. Верхнiй iндекс елементiв вказує рiвень iєрар-
хiї, нижнiй — порядковий номер. Метод аналiзу iєрархiй реалiзує
декомпозицiю задачi експертного оцiнювання на простiшi скла-
довi частини. Унаслiдок цього визначається вiдносна значущiсть
альтернатив за iєрархiчною системою критерiїв. Вiдносна зна-
чущiсть виражається чисельно у виглядi векторiв прiоритетiв.
Отриманi таким чином значення векторiв прiоритетiв є оцiнками
у шкалi вiдношень i вiдповiдають так званим жорстким оцiнкам.

Рис. 12.

Можна видiлити ряд модифiкацiй МАI, якi визначаються ха-
рактером зв’язкiв мiж критерiями й альтернативами, розташова-
ними на найнижчому рiвнi iєрархiї, а також методом порiвняння
альтернатив. За характером зв’язкiв мiж критерiями й альтерна-
тивами визначається два типи iєрархiй. До першого типу вiдно-
сяться такi, у яких кожен критерiй, що має зв’язок з альтерна-
тивами, пов’язаний з усiма розглянутими альтернативами (тип
iєрархiй з однаковим числом i функцiональним складом альтер-
натив). До другого типу iєрархiй належать такi, у яких кожен
критерiй, що має зв’язок з альтернативами, пов’язаний не з усiма
альтернативами (тип iєрархiй iз рiзним числом i функцiональ-
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ним складом альтернатив). У МАI вiдомi три методи порiвняння
альтернатив: попарне порiвняння; порiвняння альтернатив щодо
стандартiв i порiвняння альтернатив копiюванням. Нижче роз-
глядаються методологiя МАI та вiдмiннi риси його модифiкацiй.

Метод попарного порiвняння елементiв iєрархiї. У цiй
модифiкацiї методу розглядається iєрархiя з однаковими числом
i функцiональним складом альтернатив. Для установлення вiдно-
сної важливостi елементiв iєрархiї використовується шкала вiд-
ношень (табл. 2). Ця шкала дозволяє експерту ставити у вiдпо-
вiднiсть ступеням переваги одному порiвнюваному об’єкту перед
iншим — деяке число.

Таблиця 2. Шкала вiдношень (ступеня значущостi дiй)

Ступiнь
значущостi Означення Пояснення

1 Однакова
значущiсть

Двi дiї вносять однаковий внесок
у досягнення мети

3 Слабка
значущiсть

Iснують недостатньо переконливi
мiркування на користь переваги
однiєї з дiй

5 Iстотна
значущiсть

Є данi для того, щоб довести перевагу
однiєї з дiй

7 Очевидна
значущiсть

Переконливе свiдчення на користь
однiєї дiї перед iншою

9 Абсолютна
значущiсть

Незаперечнi переконливi свiдчення
на користь переваги однiєї дiї iншiй

2, 4, 6, 8

Промiжнi
значення

мiж сусiднiми
судженнями

Ситуацiя, коли необхiдне компромiсне
рiшення

Правомiрнiсть цiєї шкали доведена практично при порiвняннi
з багатьма iншими. При використаннi зазначеної шкали експерт,
порiвнюючи два об’єкти в змiстi досягнення цiлi, розташованої на
вищому рiвнi iєрархiї, повинен поставити у вiдповiднiсть цьому
порiвнянню число в iнтервалi вiд 1 до 9 або обернене до нього. У
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тих випадках, коли важко розрiзнити скiльки є промiжних гра-
дацiй вiд абсолютного до слабкої переваги або цього не потрiбно
в конкретнiй задачi, може використовуватися шкала з меншим
числом градацiй. Гранично шкала має двi оцiнки: 1 — об’єкти
рiвнозначнi; 2 — перевага одного об’єкта над iншим.

Матрицi попарних порiвнянь. Пiсля побудови iєрархiї
встановлюється метод порiвняння її елементiв. Якщо приймає-
ться метод попарного порiвняння, то будується множина матриць
попарних порiвнянь. Для цього в iєрархiї видiляють елементи
двох типiв: елементи-«батьки» i елементи-«нащадки». Елементи-
«нащадки» впливають на вiдповiднi елементи вищого рiвня iє-
рархiї, якi є для них «батьками». Матрицi попарних порiвнянь
будуються для всiх елементiв-«нащадкiв», що вiдносяться до вiд-
повiдного елемента-«батька». Елементами-«батьками» можуть
бути елементи, що належать будь-якому iєрархiчному рiвневi,
крiм останнього, на якому розташованi, як правило, альтернати-
ви. Парнi порiвняння проводяться в термiнах домiнування одного
елемента над iншим. Отриманi судження виражаються в цiлих
числах за дев’ятибальною шкалою (див. табл. 2).

Заповнення квадратних матриць попарних порiвнянь здiйсню-
ється за таким правилом. Якщо елемент 𝐸1 домiнує над елемен-
том 𝐸2, то комiрка матрицi, що вiдповiдає рядковi 𝐸1 i стовпчику
𝐸2 заповнюється цiлим числом, а комiрка, що вiдповiдає 𝐸2 i 𝐸1,
заповнюється оберненим до нього числом. Якщо елемент 𝐸2 до-
мiнує над 𝐸1, то цiле число ставиться в комiрку, що вiдповiдає
рядковi 𝐸2 i стовпчику 𝐸1, а дрiб проставляється в клiтку, що
вiдповiдає 𝐸1 i 𝐸2. Якщо елементи рiвноцiннi, то в симетричних
комiрках матрицi ставляться одиницi.

𝜇 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝜇1/𝜇1

𝜇1/𝜇2 . . . 𝜇1/𝜇𝑛

𝜇2/𝜇1
𝜇2/𝜇2 . . . 𝜇2/𝜇𝑛

...
...

. . .
...

𝜇𝑛/𝜇1
𝜇𝑛/𝜇2 . . . 𝜇𝑛/𝜇𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠ . (30)

Для отримання кожної матрицi експерт виносить 𝑛(𝑛− 1)/2
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суджень (тут 𝑛— порядок матрицi попарних порiвнянь). Розгля-
немо приклад формування матрицi попарних порiвнянь.

Нехай 𝐸1, 𝐸2, . . . , 𝐸𝑛 — множина з 𝑛 елементiв (альтернатив)
i 𝜇1, 𝜇2, . . . , 𝜇𝑛 вiдповiдають їхнiй вазi або iнтенсивностi. Порiв-
няємо попарно вагу або iнтенсивнiсть кожного елемента з вагою
або iнтенсивнiстю будь-якого iншого елемента множини вiдно-
сно загальної для них властивостi або цiлi (стосовно елемента-
«батька»). У цьому випадку матриця попарних порiвнянь має
поданий вигляд (30).

Матриця попарних порiвнянь має властивiсть зворотної симе-
трiї, тобто 𝜇𝑖𝑗 = 1/𝜇𝑗𝑖. При проведеннi попарних порiвнянь варто
вiдповiдати на такi питання: який iз двох порiвнюваних елемен-
тiв є важливiшим (або має бiльший вплив) чи є бiльш ймовiрним.
При порiвняннi критерiїв звичайно запитують, який iз критерiїв
важливiший; при порiвняннi альтернатив стосовно критерiю —
яка з альтернатив краща або бiльш ймовiрна.

Оцiнка однорiдностi суджень. Ранжування елементiв, що
аналiзуються з використанням матрицi попарних порiвнянь, здiй-
снюється на пiдставi аналiзу головних власних векторiв матрицi
попарних порiвнянь. Обчислення головного власного вектора 𝑊

додатної квадратної матрицi 𝐴 проводиться на пiдставi рiвностi
𝐴𝑊 = 𝜆max𝑊 , де 𝜆max — максимальне власне число матрицi 𝐴.

Для додатної квадратної матрицi 𝐴 правий власний вектор 𝑊 ,
що вiдповiдає максимальному власному числу 𝜆max iз точнiстю
до постiйного множника 𝐶, можна обчислити за формулою

lim
𝑘→∞

𝐴𝑘𝑒

𝑒⊤𝐴𝑘𝑒
= 𝐶𝑊, (31)

де 𝑒 = (1, 1, . . . , 1)⊤ — одиничний вектор, 𝑘 — показник степеня.

На практицi обчислення власного вектора виконуються до
досягнення заданої точностi 𝜉: 𝑒⊤

(︀
𝑊 𝑘 −𝑊 𝑘−1

)︀
6 𝜉. Iз достатньої

для практики точнiстю можна прийняти 𝜉 = 0.01 незалежно вiд
порядку матрицi. Максимальне власне значення обчислюється
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за формулою:
𝜆max = 𝑒⊤𝐴𝑊. (32)

У практичних задачах кiлькiсна (кардинальна) i транзитивна
(порядкова) однорiднiсть (погодженiсть) порушується, оскiльки
людськi вiдчуття не можна виразити точною формулою. Для
покращення однорiдностi в числових судженнях, яка б величина
𝑎𝑖𝑗 не була узята для порiвняння 𝑖-го елемента з 𝑗-м, 𝑎𝑗𝑖 припи-
сується значення оберненої величини, тобто 1/𝑎𝑖𝑗. Звiдси, якщо
один елемент у 𝑎 разiв є важливiшим за iнший, то останнiй лише
в 1/𝑎 разiв є важливiшим за перший.

При порушеннi однорiдностi ранг матрицi буде вiдмiнний вiд
одиницi i вона буде мати кiлька власних значень. Однак при не-
великих вiдхиленнях суджень вiд однорiдностi одне з власних
чисел буде iстотно бiльшим за iншi та приблизно дорiвнюватиме
порядковi матрицi. Таким чином, для оцiнки однорiдностi су-
джень експерта необхiдно використовувати вiдхилення величини
максимального власного числа вiд порядку матрицi 𝑛.

Однорiднiсть суджень оцiнюється iндексом однорiдностi (𝐼𝑂)
або вiдношенням однорiдностi (𝐵𝑂) з допомогою таблицi, у якiй
𝑀(𝐼𝑂)— середнє значення (математичне очiкування) iндексу одно-
рiдностi випадково складеної матрицi попарних порiвнянь, що ба-

зується на експериментальних даних (табл. 3), а 𝐵𝑂 =
𝐼𝑂

𝑀(𝐼𝑂)
.

Таблиця 3. Середнє значення iндексу однорiдностi

Порядок
матрицi

𝑀(𝐼𝑂)
Порядок
матрицi

𝑀(𝐼𝑂)
Порядок
матрицi

𝑀(𝐼𝑂)

1 0.00 6 1.24 11 1.51
2 0.00 7 1.32 12 1.48
3 0.58 8 1.41 13 1.56
4 0.90 9 1.45 14 1.57
5 1.12 10 1.49 15 1.59

За припустиме береться значення 𝐵𝑂 6 0.1. Якщо для ма-
трицi попарних порiвнянь вiдношення однорiдностi 𝐵𝑂 > 0.1, то
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це свiдчить про iстотне порушення експертом логiчностi суджень
при заповненнi матрицi, тому експертовi пропонується перегля-
нути данi, використанi для побудови матрицi, щоб покращити
однорiднiсть.

Iєрархiчний синтез використовується для зважування вла-
сних векторiв матриць попарних порiвнянь альтернатив вагами
критерiїв (елементiв), що знаходяться в iєрархiї, а також для об-
числення суми за усiма вiдповiдними зваженими компонентами
власних векторiв нижчого рiвня iєрархiї. Далi розглядається ал-
горитм iєрархiчного синтезу з урахуванням позначень, прийнятих
у попереднiй iєрархiї.

Крок 1. Визначаються вектори прiоритетiв альтернатив 𝑊 𝑥
(𝑓𝑗

𝑖 )

щодо елементiв 𝑓 𝑗
𝑖 передостаннього рiвня iєрархiї (𝑖 = 𝑆). Тут

через 𝑓 𝑗
𝑖 позначенi елементи iєрархiї, причому верхнiй iндекс 𝑖

указує на рiвень iєрархiї, а нижнiй iндекс 𝑗 — порядковий но-
мер елемента на рiвнi. Обчислення множини векторiв прiори-
тетiв альтернатив 𝑊 𝑥

𝑆 щодо рiвня iєрархiї 𝑆 здiйснюється за
iтерацiйним алгоритмом, реалiзованим на основi спiввiдношень
(31) i (32) по вихiдним даним, зафiксованим у матрицях попар-
них порiвнянь. Унаслiдок цього визначається множина векторiв:
𝑊𝑋

𝑆 =
{︁
𝑊𝑋

𝑓𝑆
1
,𝑊𝑋

𝑓𝑆
2
, . . . ,𝑊𝑋

𝑓𝑆
𝑝

}︁
.

Крок 2. Аналогiчно обробляються матрицi попарних порiв-
нянь власне елементiв 𝑓 𝑗

𝑖 . Данi матрицi побудованi так, щоб ви-
значити перевагу елементiв визначеного iєрархiчного рiвня щодо
елементiв вищого рiвня, iз якими вони безпосередньо пов’язанi.
Наприклад, для обчислення векторiв прiоритетiв елементiв тре-
тього iєрархiчного рiвня (див. рис. 12) обробляються три матрицi
попарних порiвнянь:

𝑓2
1 𝑓3

1 𝑓3
2 𝑓3

4

𝑓3
1

𝜇1/𝜇1
𝜇1/𝜇2

𝜇1/𝜇4

𝑓3
2

𝜇2/𝜇1
𝜇2/𝜇2

𝜇2/𝜇4

𝑓3
4

𝜇4/𝜇1
𝜇4/𝜇2

𝜇4/𝜇4

𝑓2
2 𝑓3

1 𝑓3
2 𝑓3

4

𝑓3
1

𝜇1/𝜇1
𝜇1/𝜇2

𝜇1/𝜇4

𝑓3
2

𝜇2/𝜇1
𝜇2/𝜇2

𝜇2/𝜇4

𝑓3
4

𝜇4/𝜇1
𝜇4/𝜇2

𝜇4/𝜇4

𝑓2
3 𝑓3

1 𝑓3
2 𝑓3

4

𝑓3
2

𝜇2/𝜇2
𝜇2/𝜇3

𝜇2/𝜇4

𝑓3
3

𝜇3/𝜇2
𝜇3/𝜇3

𝜇2/𝜇4

𝑓3
4

𝜇4/𝜇2
𝜇4/𝜇3

𝜇4/𝜇4

Унаслiдок обробки матриць попарних порiвнянь визначається
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множина векторiв прiоритетiв критерiїв: 𝑊 𝑓 =

{︂
𝑊 𝑓

𝑓 𝑖
𝑗

}︂
.

Отриманi значення векторiв використовуються згодом при
визначенi векторiв прiоритетiв альтернатив щодо всiх елементiв
iєрархiї.

Крок 3. Здiйснюється власне iєрархiчний синтез, що полягає
в послiдовному визначеннi векторiв прiоритетiв альтернатив що-
до критерiїв 𝑓 𝑖

𝑗 , якi знаходяться на всiх iєрархiчних рiвнях, крiм
передостаннього, що мiстить критерiї 𝑓𝑆

𝑗 . Обчислення векторiв
прiоритетiв проводиться в напрямку вiд нижнiх рiвнiв до верх-
нього з урахуванням конкретних зв’язкiв мiж критерiями, що
належать рiзним рiвням. Обчислення проводиться шляхом пере-
множування вiдповiдних векторiв i матриць.

Вираз для обчислення векторiв прiоритетiв альтернатив ви-
значається так:

𝑊𝑋
𝑓 𝑖
𝑗
=
[︁
𝑊𝑋

𝑓 𝑖−1
1

,𝑊𝑋
𝑓 𝑖−1
2

, . . . ,𝑊 𝑓

𝑓 𝑖−1
𝑛

]︁
·𝑊 𝑓

𝑓 𝑖−1
𝑗

, (33)

де 𝑊𝑋
𝑓 𝑖
𝑗

— вектор прiоритетiв альтернатив щодо критерiю 𝑊𝑋
𝑓 𝑖−1
𝑗

,

що визначає 𝑗-й стовпчик матрицi; 𝑊 𝑓

𝑓 𝑖
𝑗
— вектор прiоритетiв кри-

терiїв 𝑓 𝑖−1
1 , 𝑓 𝑖−1

2 , . . . , 𝑓 𝑖−1
𝑛 , пов’язаних iз критерiєм 𝑓 𝑖

𝑗 вищого рiвня
iєрархiї.

Оцiнка однорiдностi iєрархiї. Пiсля розв’язання задачi iє-
рархiчного синтезу оцiнюється однорiднiсть всiєї iєрархiї за допо-
могою пiдсумовування показникiв однорiдностi всiх рiвнiв, приве-
дених шляхом «зважування» до першого рiвня iєрархiї, де знахо-
диться корнева вершина. Число крокiв алгоритму з обчислення
однорiдностi визначається конкретною iєрархiєю.

Розглянемо принципи обчислення iндексу та вiдношення одно-
рiдностi iєрархiї. Нехай задана iєрархiя критерiїв i альтернатив
(рис. 13) i для кожного рiвня визначений iндекс однорiдностi
та вектори прiоритетiв критерiїв так: 𝐼𝑂1

1 — iндекс однорiдностi
для 1-го рiвня;

{︀
𝐼𝑂2

1, 𝐼𝑂
2
2

}︀
— iндекси однорiдностi для 2-го рiвня;{︀

𝐼𝑂3
1, 𝐼𝑂

3
2, 𝐼𝑂

3
3

}︀
— iндекси однорiдностi для 3-го рiвня;

{︀
𝑊 1

1

}︀
—



42

вектор прiоритетiв 𝑓2
1 , 𝑓

2
2 вiдносно критерiю 𝑓1

1 ;
{︀
𝑊 2

1

}︀
,
{︀
𝑊 2

2

}︀
—

вектори прiоритетiв критерiїв 𝑓3
1 , 𝑓

3
2 , 𝑓

3
3 вiдносно критерiїв 𝑓2

1 , 𝑓
2
2

другого рiвня.

Рис. 13.

У цьому випадку iндекс однорiдностi розглянутої iєрархiї мо-
жна визначити за формулою:

𝐼𝑂 = 𝐼𝑂1
1 +

{︀
𝑊 1

1

}︀⊤(︃𝐼𝑂2
1

𝐼𝑂2
2

)︃
+
{︀
𝑊 1

1

}︀⊤ [︀
𝑊 2

1𝑊
2
2

]︀⊤⎛⎜⎝𝐼𝑂3
1

𝐼𝑂3
2

𝐼𝑂3
3

⎞⎟⎠ . (34)

Визначення вiдношення однорiдностi 𝐵𝑂 для всiєї iєрархiї
здiйснюється за формулою: 𝐵𝑂 = 𝐼𝑂/𝑀(𝐼𝑂)— iндекс однорi-
дностi iєрархiї при випадковому заповненнi матриць попарних
порiвнянь.

Розрахунок iндексу однорiдностi 𝑀(𝐼𝑂) за експериментальни-
ми даними (див. табл. 3) виконується за формулою аналогiчною
iндексу однорiдностi. Однорiднiсть iєрархiї вважається задовiль-
ною при значеннях 𝐵𝑂 6 0.1.

Агрегацiя думок декiлькох експертiв. Для агрегування
думок експертiв береться середнє геометричне, що обчислюється
за таким спiввiдношенням: 𝑎𝐴𝑖𝑗 = 𝑛

√︁
𝑎1𝑖𝑗 . . . 𝑎

𝑛
𝑖𝑗 , де 𝑎𝐴𝑖𝑗 — агрегована

оцiнка елемента, що належить 𝑖-му стовпчику матрицi попарних
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порiвнянь; 𝑛— число матриць попарних порiвнянь, кожна з яких
складена одним експертом. Логiчнiсть цього критерiю стає оче-
видною, якщо два експерти вказують при порiвняннi об’єктiв
вiдповiдно оцiнки 𝑎 i 1/𝑎, що при обчисленнi агрегованої оцiнки
дає одиницю i свiдчить про еквiвалентнiсть порiвнюваних об’є-
ктiв.

Осереднення суджень експертiв може здiйснюватися i на рiвнi
власних векторiв матриць попарних порiвнянь. Покажемо це на
прикладi. Нехай заданi судження двох експертiв у видi матриць
попарних порiвнянь:

𝐴1 =

⎛⎜⎝ 1 2 1/7

1/2 1 1/5

7 5 1

⎞⎟⎠ , 𝐴2 =

⎛⎜⎝ 1 3 1/5

1/3 1 1/3

5 3 1

⎞⎟⎠ ,

Власнi вектори 𝑊𝑖, максимальнi власнi значення 𝜆max й оцiн-
ки однорiдностi (𝐼𝑂,𝐵𝑂) для цих матриць мають такий вигляд:

∙ для матрицi 𝐴1: 𝑊1 = (0.15, 0.16, 0.744)⊤, 𝜆max = 3.121,
𝐼𝑂 = 0.06, 𝐵𝑂 = 0.103;

∙ для матрицi 𝐴2: 𝑊2 = (0.223, 0.127, 0.65)⊤, 𝜆max = 3.297,
𝐼𝑂 = 0.148, 𝐵𝑂 = 0.255.

Осереднення на рiвнi елементiв власних векторiв дає

𝑊 = (0.184, 0.117, 0.7)⊤.

Осереднюючи елементи матриць 𝐴1, 𝐴2, одержимо матрицю:

𝐴 =

⎛⎜⎝ 1 2.45 0.17

0.41 1 0.26

5.9 3.9 1

⎞⎟⎠ .

Власним вектором матрицi 𝐴 буде 𝑊𝐴 = (0.184, 0.116, 0.7)⊤.



Контрольнi питання

1. Сформулюйте загальну постановку задачi багатокритерi-
альної оптимiзацiї.

2. Якi альтернативи називають ефективними за Парето?

3. Якi методи знаходження ефективних альтернатив ви знає-
те?

4. Для чого потрiбна нормалiзацiя критерiїв при розв’язуваннi
багатокритерiальних задач?

5. Якi способи нормалiзацiї критерiїв ви знаєте?

6. У чому полягає задача пошуку компромiсних рiшень?

7. У чому полягають методи згортки в застосуваннi до розв’я-
зування багатокритерiальних задач?

8. Якi види згорток ви знаєте?

9. Назвiть переваги й недолiки методiв типу згортки.

10. Чи є обов’язковою нормалiзацiя критерiїв при використаннi
методiв згортки?

11. Чи потрiбнi кiлькiснi значення переваг критерiїв при вико-
ристаннi методiв згортки?

12. У чому полягає сутнiсть методу головного критерiю розв’я-
зування багатокритерiальних задач?

13. Перелiчiть переваги й недолiки застосування методу голов-
ного критерiю.
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14. Чи обов’язкова нормалiзацiя критерiїв при використаннi
методу головного критерiю до розв’язування багатокрите-
рiальних задач?

15. Чи потрiбнi кiлькiснi значення переваг критерiїв при вико-
ристаннi методу головного критерiю в розв’язуваннi бага-
токритерiальних задач?

16. Яка сутнiсть методу послiдовної поступки розв’язування
багатокритерiальних задач?

17. Якi iснують переваги i в чому полягають труднощi застосу-
вання методу послiдовної поступки до розв’язування бага-
токритерiальних задач?

18. Чи передбачено нормалiзацiю критерiїв у разi застосування
методу послiдовної поступки?

19. Чи потрiбнi кiлькiснi значення переваг критерiїв при вико-
ристаннi методу послiдовної поступки?

20. Чи визначають методи згортки, послiдовної поступки та
головного критерiю єдиний оптимальний розв’язок багато-
критерiальної задачi?

21. Чи можна знайти за допомогою цих методiв один з ефе-
ктивних розв’язкiв багатокритерiальної задачi?



Завдання для самостiйної роботи

1. Побудувати множину ефективних альтернатив задачi бага-
токритерiальної оптимiзацiї:

𝑓1 (𝑥1, 𝑥2) = 𝑥1 + 7𝑥2 → max ,

𝑓2 (𝑥1, 𝑥2) = 2𝑥1 − 3𝑥2 → max ,⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
3𝑥1 + 5𝑥2 6 15,

2𝑥1 + 3𝑥2 > 6,

𝑥1 − 𝑥2 6 1,

𝑥1, 𝑥2 > 0.

2. Розв’язати задачу багатокритерiальної оптимiзацiї методом
головного критерiю, якщо переваги критерiїв задано таким
чином: 𝑓3 ≻ 𝑓1 ≻ 𝑓2:

𝑓1 (𝑥1, 𝑥2) = 𝑥1 + 7𝑥2 → max ,

𝑓2 (𝑥1, 𝑥2) = 2𝑥1 − 3𝑥2 → max ,

𝑓3 (𝑥1, 𝑥2) = −𝑥1 − 𝑥2 → max ,⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
3𝑥1 + 5𝑥2 6 15,

2𝑥1 + 3𝑥2 > 6,

𝑥1 − 𝑥2 6 1,

𝑥1, 𝑥2 > 0.

3. Розв’язати задачу багатокритерiальної оптимiзацiї методом
адитивної згортки, якщо переваги критерiїв дорiвнюють 0.3,
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0.2, 0.5 вiдповiдно:

𝑓1 (𝑥1, 𝑥2) = 2𝑥1 + 3𝑥2 → min ,

𝑓2 (𝑥1, 𝑥2) = 𝑥1 − 3𝑥2 → max ,

𝑓3 (𝑥1, 𝑥2) = −𝑥1 + 𝑥2 → min ,⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑥1 + 𝑥2 6 10,

2𝑥1 + 3𝑥2 > 12,

𝑥2 6 6,

𝑥1, 𝑥2 > 0.

4. На множинi критерiїв задано прiоритети: 𝑓3 ≻ 𝑓1 ≻ 𝑓2.
Якi методи багатокритерiальної оптимiзацiї можуть бути
застосованi? Розв’язати за цих умов таку задачу багатокри-
терiальної оптимiзацiї методом послiдовних поступок:

𝑓1 (𝑥1, 𝑥2) = 𝑥1 − 3𝑥2 → max ,

𝑓2 (𝑥1, 𝑥2) = 4𝑥1 + 𝑥2 → max ,

𝑓3 (𝑥1, 𝑥2) = −𝑥1 − 𝑥2 → max ,⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑥2 6 8,

3𝑥1 + 5𝑥2 > 15,

𝑥1 + 𝑥2 6 10,

𝑥1, 𝑥2 > 0.

Варiанти розрахунково-графiчної роботи

Нехай 𝑖— номер студента у списку. Дана наступна задача
оптимiзацiї з двома критерiями:

𝑓1(𝑋) = 𝑐1𝑥1 + 𝑐2𝑥2 → max
𝑋∈𝐷

,

𝑓2(𝑋) = 𝑑1𝑥1 + 𝑑2𝑥2 → max
𝑋∈𝐷

,
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де 𝑐1 = 100+ 𝑖; 𝑐2 = 240+ 𝑖; 𝑑1 = 250+ 𝑖; 𝑑2 = 80+ 𝑖, а допустима
множина 𝐷 задана обмеженнями:⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

0.1𝑥1 + 0.2𝑥2 6 10 + 0.1 · 𝑖,
0.2𝑥1 + 0.1𝑥2 6 7 + 0.1 · 𝑖,
0.2𝑥1 + 0.05𝑥2 6 5 + 0.1 · 𝑖,
𝑥1 > 0, 𝑥2 > 0.

1. Зобразити множину ефективних точок задачi графiчно.

2. Розв’язати задачу методом головного часткового критерiю.
Для непарних 𝑖 вважати головним критерiєм 𝑓1, а для пар-
них — 𝑓2.

3. Розв’язати задачу методом адитивної згортки. Для непар-
них 𝑖 ваговi коефiцiєнти дорiвнюють 𝑤1 = 0.5 + 0.005 · 𝑖,
𝑤2 = 0.5 − 0.005 · 𝑖, а для парних —𝑤1 = 0.5 − 0.005 · 𝑖,
𝑤2 = 0.5 + 0.005 · 𝑖.
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