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ВСТУП

Робота присвячена вивченню та побудуванню асимпотичних фор-
мул для суматорних функцiй, що визначенi на основi спецiального классу
арифметичних функцiй. Результатом є узагальнення досягнень Катаi та
Суббарао [10].

Арифметичною функцiєю називається будь-яка функцiя 𝑓 , яка ви-
значена на множинi натуральних чисел N та приймає значення в множинi
комплексних чисел C.

𝑓 : N → C

Вiдповiдною сумматорною функцiєю є 𝐴𝑓(𝑥) =
∑︀

𝑛≤𝑥 𝑓(𝑛).

Арифметична функцiя 𝑓(𝑛) називається мультиплiкативною, якщо

𝑓(𝑛1 · 𝑛2) = 𝑓(𝑛1) · 𝑓(𝑛2), (𝑛1,𝑛2) = 1

Нехай 𝑒(𝑛) - довiльна арифметична функцiя. Будемо вважати, що
𝑒(𝑛) ≥ 0, 𝑒(𝑛) ≤ 𝑛𝜀 для кожного малого 𝜀. Отже, ряд

∑︀∞
1

𝑒(𝑛)
𝑛𝑠 збiгається

абсолютно в напiвплощинi ℜ(𝑠) > 1 i виконується наступна рiвнiсть:

∞∏︁
𝑛=2

(︂
1 − 𝑒(𝑛)

𝑛𝑠

)︂−1

=
∞∑︁
𝑛=1

𝑓(𝑛)

𝑛𝑠
(1)

де нескiнчений добуток i ряд також збiгаються абсолютно в напiвпло-
щинi ℜ(𝑠) > 1.

Така рiвнiсть не є рiдкiстю в аналiтичнiй теорiї чисел. Наприклад,
визначимо 𝑒(𝑛) наступним чином

𝑒(𝑛) =

⎧⎨⎩1, якщо 𝑛 - просте число

0, в iнших випадках

Тодi рiвнiсть (1) представляє тотожнiсть Ейлера, яка визначає дзета-
функцiю Рiмана 𝜁(𝑠).

В роботi Мак Магона [14], була введена арифметична функцiя 𝑋(𝑛),
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яка визначала кiлькiсть мультиплiкативних розкладiв числа 𝑛. Також вiн
зазначив, що функцiя 𝑋(𝑛) має наступну твiрну функцiю

𝐺(𝑠) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑋(𝑛)𝑛−𝑠 =
∞∏︁

𝑚=2

(︀
1 −𝑚−𝑠

)︀−1
, ℜ(𝑠) > 1

Використовуючи це вiдношення Оппенгейм в своїх роботах [15], [16]
визначив асимптотичну формулу для вiдповiдної суматорної функцiї

∑︁
𝑛≤𝑥

𝑋(𝑛) =
𝑥𝑒2

√
ln𝑥

2
√
𝜋(ln𝑥)3/4

{︃
1 +

𝑁−1∑︁
𝑘=1

𝜀𝑘
(ln𝑥)𝑘/2

+ 𝑂𝑁

(︂
1

(ln𝑥)𝑁/2

)︂}︃
,

де 𝜀𝑘 - це обчислювальнi константи для кожного 𝑁 i всiх великих 𝑥.
Також Оппенгейм отримав кращу апроксимацiю

∑︁
𝑛≤𝑥

𝑋(𝑛) = 𝑥

∞∑︁
𝑘=0

𝑑𝑘
𝐼𝑘+1(2

√
ln𝑥)

(
√

ln𝑥)𝑘+1
+ 𝑂

(︃
𝑥

𝑒
√
ln𝑥

(ln𝑥)3/8

)︃

де 𝐼𝑘(𝑧) - функцiї Беселля першого роду i числа 𝑑𝑘 - коєфiцiєнти в
розкладi в ряд Тейлора

𝐺(𝑠)

𝑠
𝑒−1/(𝑠−1) =

∞∑︁
𝑘=0

𝑑𝑘(𝑠− 1)𝑘, |𝑠− 1| < 1

2
.

Також, в роботi Мак Магона [14] було зазначено, що розклад числа у
задану кiлькiсть множникiв може бути вивчений за допомогою функцiї

∏︁
(1 + 𝑎𝑛−𝑠) (2)

В данiй роботi буде розглянуто узагальнення функцiї (2), яка зв’язана
з довiльною арiфметичною функцiєю 𝑔(𝑛) наступною рiвнiстью

∞∏︁
𝑛=2

(︂
1 +

𝑒(𝑛)

𝑛𝑠

)︂
=

∞∑︁
𝑛=1

𝑔(𝑛)

𝑛𝑠
, ℜ(𝑠) > 1
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та побудована асимптотична формула для 𝐴𝑔(𝑥) вiдносно загального
твiрного ряду

𝐺(𝑠) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑔(𝑛)

𝑛𝑠
, ℜ(𝑠) > 1



36

ВИСНОВКИ

Отже, для спецiального классу арифметичних функцiй, а саме фун-
кцiй що задовiльняють умовi

∞∏︁
𝑛=2

(︂
1 +

𝑒(𝑛)

𝑛𝑠

)︂
=

∞∑︁
𝑛=1

𝑓(𝑛)

𝑛𝑠

побудована асимптотична формула для суматорної функцiї

𝐴𝑓(𝑥) =
∑︁
𝑛≤𝑥

𝑓(𝑛),

що узагальнює результат Катаi i Суббарао:

𝐴𝑓(𝑥) =
∑︁
𝑛≤𝑥

𝑓(𝑛) = 𝑥

𝑘∑︁
𝑗=0

𝐷𝑗 exp

(︂
𝛾𝑗(ln𝑥)

− 𝛽𝑗
𝛽𝑗+1 (1 + 𝑂((ln𝑥)−𝜀0))

)︂
,

де 𝐷𝑗 - обчислювальнi позитивнi сталi, а 𝜀0 ≥ 1
𝑙 min𝑗

(︁
𝛽𝑗

𝛽𝑗+1

)︁
.

Також покращений результат Опенгейма для мультиплiкативної фун-
кцiї розбиття, а саме

𝐺(𝑠) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑋(𝑛)𝑛−𝑠 =
∞∏︁

𝑚=2

(︀
1 −𝑚−𝑠

)︀−1
, ℜ(𝑠) > 1

∑︁
𝑛≤𝑥

𝑋(𝑛) = 𝑥
∞∑︁
𝑘=0

𝑑𝑘
𝐼𝑘+1(2

√
ln𝑥)

(
√

ln𝑥)𝑘+1
+ 𝑂

(︁
𝑥𝑒−𝐴

√
ln𝑥
)︁

.

де 𝐼𝑘 - функцiї Беселля.

Була розглянута арифметична функцiя 𝑞(𝑛), яка задовiльняє рiвностi

𝐹 (𝑠) = 1 +
∞∑︁
2

𝑞(𝑛)

𝑛𝑠
=

∞∏︁
𝑛=2

(︂
1 − 1

𝑛𝑠

)︂
.
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та вiдповiдна суматорна функцiя

𝑄(𝑥) =
∑︁
𝑛≤𝑥

𝑞(𝑛) .

Отриманий результат

𝑄(𝑥) =
𝑡∑︁

𝑙=0

𝑑𝑙 · (
√
𝑥1)

−(𝑙+1)𝐼−(𝑙+1)(2
√
𝑥1) + 𝑂

(︁
𝑥 · (

√
𝑥1)

−(𝑡+2)
)︁

,

де 𝐼𝜈 - функцiї Беселля.
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