
Одеський нацiональний унiверситет iменi I. I. Мечникова
(повне найменування вищого навчального закладу)

Iнститут математики, економiки i механiки
(повне найменування iнституту/факультету)

Кафедра диференцiальних рiвнянь
(повна назва кафедри)

Ди пл ом н а р о б о т а

магiстра
(освiтньо-квалiфiкацiйний рiвень)

на тему: «Асимптотика розв’язкiв диференцiальних рiвнянь з
правильно та швидко змiнними нелiнiйностями»

«Asymptotic behavior of solutions of differential equations with regularly and rapidly varying

nonlinearities»

Виконала: студентка денної форми навчання

спецiальностi 8.04020101 Математика (за напрямами)

Колун Наталiя Павлiвна

Керiвник д.фiз.-мат.н., проф. Євтухов В.М.

Рецензент к.фiз.-мат.н., доц. Бiлозерова М.О.

Рекомендовано до захисту:

Протокол засiдання кафедри

№ вiд p.

Завiдувач кафедри

(пiдпис) (прiзвище, iнiцiали)

Захищено на засiданнi ДЕК №

протокол № вiд p.
Оцiнка / /

(за нацiональною шкалою,шкалою ECTS, бали)

Голова ДЕК

(пiдпис) (прiзвище, iнiцiали)

Одеса - 2015



2

Содержание

Введение 3

ГЛАВА I.НЕКОТОРЫЕ ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

И РЕЗУЛЬТАТЫ 8

§1.1.Правильно меняющиеся функции . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

§1.2.Быстро меняющиеся функции . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

ГЛАВА II.АСИМПТОТИЧЕСКИЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ

РЕШЕНИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ

ВТОРОГО ПОРЯДКА С ПРАВИЛЬНО И БЫСТРО

МЕНЯЮЩИМИСЯ НЕЛИНЕЙНОСТЯМИ 22

§2.1.Постановка задачи . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

§2.2.Pω(Y0, λ0)- решения уравнения (2.1) для которых λ0 ∈ R\{0, 1}

и их априорные асимптотические свойства . . . . . . . . . . . . . 23

§2.3.Случай когда главным в правой части является слагаемое с

правильно меняющейся нелинейностью . . . . . . . . . . . . . . . 28

§2.4.Случай когда главным в правой части является слагаемое с

быстро меняющейся нелинейностью . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

§2.5.Примеры . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

Выводы 57

Список использованных источников 59



3

ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время в теории дифференциальных уравнений активно изучает-

ся задача об асимптотических свойствах решений дифференциальных уравне-

ний второго порядка, содержащих в правой части суммы слагаемых с разными

нелинейностями.

Большую роль в данных исследованиях играет уравнение Эмдена-Фаулера

y′′ = α0p(t)|y|σ|y′|λsigny,

где α0 ∈ {−1, 1}, p : [a,+∞[→]0,+∞[ - непрерывная функция,−∞ < a < ω ≤

+∞, которое возникает в астрофизике, газовой динамике, механике жидкостей,

теории плазмы продуктов сгорания и других областях естествознания.

Со временем, в связи с практическим применением результатов, возникла

необходимость изучения обобщения уравнения Эмдена-Фаулера, в котором в

правой части вместо степенной функции стоит функция общего вида ϕ , опре-

деленная и отличная от нуля в некоторой односторонней окрестности Y0(−∞ ≤

Y0 ≤ +∞). Данные уравнения можно классифицировать следующим образом:

уравнения, где функция ϕ - правильно меняющаяся при y → Y0 с показате-

лем равным единице; уравнения, где функция ϕ - правильно меняющаяся при

y → Y0 с показателем отличным от единице и уравнения, где функция ϕ - быст-

ро меняющаяся при y → Y0 .

Для случая, когда функция ϕ является правильно меняющейся при y → Y0 ,

были получены асимптотические представления решений такого типа уравнений

в работах В.Марича, И.Т.Кигурадзе, Т.А.Чантурия, Д.Изюмова, А.В.Костина,
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В.М.Евтухова, Л.Кирилловой. Среди работ, посвященных случаю когда функ-

ция ϕ является быстро меняющейся при y → Y0 , следует отметить работы

Н.Г.Дрик, В.Н.Шинкаренко, В.М.Харькова.

В 1899 году, в работах Е.Бореля [6] и Е.Линделефа [12], посвященных урав-

нению вида
N∑
i=1

ait
liumi(u′)ni = 0,

в котором ai ∈ R, li,mi, ni ∈ N ∪ {0}, было положено начало исследованию

обыкновенных дифференциальных уравнений, содержащих суммы слагаемых

со степенными нелинейностями. Для частного случая этого уравнения, а именно

для уравнения вида

u′ =
P (t, u)

Q(t, u)
,

где P и Q - многочлены относительно t и u, в 1912 году была опубликована

работа Харди [18], в которой была разработана методика установления точных

асимптотических представлений для всех решений, определенных в окрестности

+∞. Учитывая данную методику, в 1914 году, Фаулеру [16], для уравнения

u′′ =
P (t, u)

Q(t, u)
,

в котором P и Q - многочлены относительно t и u, удалось установить оценки

для правильных решений.

В 1936 году были опубликованы работы [15] и [1], посвященные дифференци-

альному уравнению вида

d2r

dt2
=
λ2t

2r
− r

2
+

1

2r3
,

где t - время, r - радиус-вектор электрона, λ - положительный параметр. Данное
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уравнение описывает движение электрона в цилиндрическом диоде, находящем-

ся в продольном магнитном поле. Г.Асколи удалось установить асимптотические

представления решений данного уравнения при t→ +∞.

В работах Л.А.Беклемишевой [2],[3],[4] были получены асимптотические пред-

ставления при t→ +∞ для всех правильных решений уравнения

y′′ =
n∑
i=1

bit
miyσi[1 + oi(1)],

где bi,mi ∈ R, σi > 0− рациональное число с нечетным знаменателем.

В дальнейшем А.В.Костиным [10] было рассмотрено уравнение следующего

вида

P (t, u, u′) =
n∑
i=1

πi(t, u)(u′)i = 0,

в котором πi : [t0,+∞[×R→ R, (i = 1, ..., n) - непрерывные функции. Получен-

ные результаты были применены при исследовании уравнения

P (t, u, u′) =
n1∑

i+k=1

pik(t)u
i(u′)k = 0,

в котором все pik : [t0,+∞[→ R - непрерывно-дифференцируемые функции,

удовлетворяющие вместе со своими производными первого порядка некоторым

дополнительным соотношениям.

А.В.Костин исследовал также уравнение вида

y(n) =

∑k
i=1 pi(t)y

σ0i(y′)σ1i...(y(n−1))σn−1i + f1(t, y, y
′, ..., y(n−1))∑m

i=k+1 pi(t)y
σ0i(y′)σ1i...(y(n−1))σn+i + f2(t, y, y′, ..., y(n−1))

,

где σij ∈ R, i = 1, ...,m; j = 0, 1, ..., n− 1; pi : [a,+∞[→ C - дважды непрерывно

дифференцируемые функции, а f1, f2 : [a,+∞[×Cn → C - малые в некотором

смысле непрерывные функции.
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В дальнейшем В.М.Евтуховым и Е.В.Шебаниной [19], [10] было рассмотрено

дифференциальное уравнение вида

y(n) =
m∑
i=1

αipi(t)Π
n−1
j=0 |y(j)|σji,

где αi ∈ {−1, 1}, (i = 1, ...,m), pi : [a, ω[→ (0,+∞), (i = 1, ...,m;−∞ < a <

ω ≤ +∞) - непрерывно дифференцируемые функции, σji ∈ R, (i = 1, ...,m; j =

0, 1, .., n− 1) и такие, что
∑n−1

j=0 σjk 6=
∑n−1

j=0 σij, i 6= k.

Предпосылками для изучения дифференциальных уравнений, содержащих в

правой части суммы слагаемых с разными нелинейностями служат, как правило,

результаты об асимптотическом поведении решений двучленных дифференци-

альных уравнений с такими же нелинейностями. Полученные при этом результа-

ты охватывают, однако, лишь случаи, когда нелинейности являются правильно

меняющимися функциями. Были установлены условия существования и асимп-

тотическое поведение достаточно широкого класса решений таких уравнений. В

случае же, когда нелинейности отличны от правильно меняющихся, закончен-

ных результатов для уравнений данного вида получить не удавалось.

Данная работа посвящена дифференциальному уравнению второго порядка

следующего вида

y′′ = α1p1(t)ϕ1(y) + α2p2(t)ϕ2(y),

где αi ∈ {−1, 1}, pi : [a,+∞[→]0,+∞[ - непрерывные функции, ϕi : ∆Y0
→

]0,+∞[- дважды непрерывно дифференцируемые функции, удовлетворяющие

условиям

ϕ′i(y) 6= 0 при y ∈ ∆Y0
, lim
y→Y0
y∈∆Y0

ϕi(y) = ϕ0, ϕ0 ∈ {0,+∞},
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lim
y→Y0
y∈∆Y0

ϕ′′i (y)ϕi(y)

ϕ′2i (y)
=

{
σ−1
σ при i = 1
1 при i = 2,

σ ∈ R\{0}, Y0 равно либо нулю, либо ±∞, ∆Y0
- односторонняя окрестность Y0,

i = 1, 2.

Считаем a > 1 при ω = +∞ и a > ω − 1 при ω < +∞.

Работа состоит из двух глав. В первой главе приводятся некоторые вспомога-

тельные сведения и результаты. Во второй главе исследуется вопрос об асимпто-

тических свойствах решений рассматриваемого дифференциального уравнения

в случае когда λ0 ∈ R \ {0, 1}.
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ВЫВОДЫ

В данной работе исследовался вопрос о существовании у уравнения (2.1) при

λ0 ∈ R \ {0, 1} Pω(y0, λ0)− решений, а также асимптотических при t ↑ ω пред-

ставлений для таких решений и их производных первого порядка. Были полу-

чены следующие результаты:

Теорема 2.1 Пусть λ0 ∈ R\{0, 1}, σ 6= 1 и соблюдаются условия (2.19).

Тогда для существования у уравнения (2.1) Pω(Y0, λ0)- решений необходимо, а

если λ0 6= −1 либо λ0 = −1 и σ < 1 то и достаточно, чтобы

lim
t↑ω

πω(t)J ′1(t)

J1(t)
=

(1− σ)λ0
λ0 − 1

и соблюдались неравенства

α1µ0λ0 > 0, µ0µ1λ0(λ0 − 1)πω(t) > 0.

Более того, для каждого такого решения имеют место при t ↑ ω асимпто-

тические представления

y(t)

ϕ1(y(t))
=
α1(λ0 − 1)2

λ0
π2ω(t)p1(t)[1 + o(1)],

y′(t)

y(t)
=

λ0
(λ0 − 1)πω(t)

[1 + o(1)].

Теорема 2.2 Пусть λ0 ∈ R\{0, 1} и соблюдаются условия (2.20). Тогда для

существования у уравнения (2.1) Pω(Y0, λ0)- решений необходимо, чтобы

lim
t↑ω

πω(t)J ′2(t)

J2(t)
=

λ0ν

1− λ0
,

lim
t↑ω

g(t) = 1
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и соблюдались неравенства

α2µ0λ0 > 0, µ0µ1λ0(λ0 − 1)πω(t) > 0.

Более того, для каждого такого решения имеют место при t ↑ ω асимпто-

тические представления

y(t)

ϕ2(y(t))
=
α2(λ0 − 1)2

λ0
π2ω(t)p2(t)[1 + o(1)],

y′(t)

y(t)
=

λ0
(λ0 − 1)πω(t)

[1 + o(1)].

Если же наряду с условиями (2.45)-(2.47), для некоторого m > 0

lim
t↑ω

J ′2(t)

J2(t)(πω(t))mβ−1
= 0,

lim
t↑ω

exp(πω(t))mβ

(πω(t))mβ
(g(t)− 1) = 0,

то у уравнения (2.1) существуют Pω(y0, λ0) - решения, допускающие эти пред-

ставления.

Работа носит теоретический характер. Результаты могут быть использованы

при изучении асимптотических свойств решений дифференциальных уравнений

более высоких порядков с правильно и быстро меняющимися нелинейностями.
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