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УЧЕБНЫЙ ПЛАН КУРСА

Согласно с учебным планом курс математического анализа рассчитан
на 4 семестра и читается на первых двух курсах.

Расчет часов по семестрам и форма отчетности приведены в следую-
щей таблице.

Курс Семестр Всего Лекций Практич. Зачет Экзамен
(часов) занятий

1 1 144 72 72 + +

1 2 136 68 68 + +

2 3 144 72 72 + +

2 4 119 68 51 + +

Всего 543 280 263 4 4

В каждом семестре по результатам контрольных мероприятий начис-
ляются баллы и выставляется оценка за семестр в соответствии с коли-
чеством баллов по следующему критерию.

Всего баллов за семестр – 100:
по теоретическому материалу – 50, по практическим занятиям – 50.

Шкала оценок по результатам семестра:

Баллы 25 – 50 (из 50) 0 – 49 50 – 69 70 – 84 85 – 100

Оценка Зачет Неуд. Удовл. Хорошо Отлично
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Учебный план курса IX

Распределение учебного материала по
семестрам, форма отчетности, баллы1

Сем. Мод. Темы Отчетность Проводит Баллы Нед.

1 1 Шк. Озн. КР Асс. 1
1 1 1 КР Асс. 3
1 1 2 КР Асс. 7
1 1 1,2 Инд. КР Лект. 15 9

1 2 3 КР Асс. 11
1 2 4 КР Асс. 15
1 2 3,4 Колл. (соб.) Лект. 15 18

1 3 5 КР Асс. 20
1 3 1 – 5 Итог. соб. Лект., Асс. 20 21

2 1 6 КР Асс. 3
2 1 7,8 КР Асс. 7
2 1 6 – 8 Инд. КР Лект. 15 8

2 2 9 – 11 КР Асс. 11
2 2 12 КР Асс. 15
2 2 9 – 12 Колл. (соб.) Лект. 15 16

2 3 13,14 КР Асс. 19
2 3 6 – 14 Итог. соб. Лект., Асс. 20 20

1Сем. – семестр; Мод. – номер модуля; Нед. – неделя; Шк. – материал школь-
ной программы; Озн. КР – ознакомительная контрольная работа; КР – контрольная
работа; Инд. КР – индивидуальная контрольная работа; Колл. (соб.) – коллоквиум
(собеседование); Итог. соб. – итоговое собеседование; Асс. – ассистент; Лект. – лектор
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X Вводная часть

Сем. Мод. Темы Отчетность Проводит Баллы Нед.

3 1 15 КР Асс. 4
3 1 16,17 КР Асс. 7
3 1 15 – 17 Инд. КР Лект. 15 9

3 2 18 КР Асс. 11
3 2 19 КР Асс. 15
3 2 18 – 19 Колл. (соб.) Лект. 15 18

3 3 20,21 КР Асс. 19
3 3 15 – 21 Итог. соб. Лект., Асс. 20 21

4 1 22 КР Асс. 4
4 1 22 КР Асс. 7
4 1 22 Инд. КР Лект. 15 8

4 2 23 КР Асс. 11
4 2 24 КР Асс. 15
4 2 23,24 Инд. КР Лект. 15 16

4 3 25 КР Асс. 19
4 3 22 – 25 Итог. соб. Лект., Асс. 20 20

Даты проведения контрольных мероприятий и распределение баллов
по контрольным работам по практическим занятиям согласовываются в
начале текущего семестра.
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Программа курса XI

ПРОГРАММА КУРСА

ПЕРВЫЙ СЕМЕСТР

Модуль I
Тема 1. Действительные числа. Верхние и нижние грани мно-
жеств.

1. Существование иррациональных чисел.
2. Способы определения множества действительных чисел.
3. Аксиоматическое определение множества действительных чисел.
4. Индуктивные множества, множество натуральных чисел, принцип

математической индукции.
5. Ограниченные множества, верхняя и нижняя грани, теорема об их

существовании.
6. Целые числа, принцип Архимеда, плотность множества рациональ-

ных чисел.
7. Теорема о существовании корня.
8. Модуль числа и его свойства.

Тема 2. Пределы последовательностей.
1. Определение предела последовательности и его геометрический

смысл, примеры.
2. Свойства сходящихся последовательностей (единственность преде-

ла, ограниченность сходящейся последовательности, свойства, связанные
с неравенствами, теорема о трех пределах).

3. Арифметические свойства сходящихся последовательностей.
4. Бесконечно малые последовательности и их свойства.
5. Бесконечно большие последовательности и их связь с бесконечно

малыми последовательностями.
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6. Лемма Кантора о вложенных отрезках.

7. Подпоследовательности, лемма Больцано – Вейерштрасса.

8. Фундаментальность и критерий Коши сходимости последователь-
ности, примеры.

9. Монотонные последовательности, критерий сходимости монотонной
последовательности, примеры.

10. Сходимость последовательности
(
1 + 1

n

)n и число e.

11. Два определения частичных пределов последовательности и их эк-
вивалентность, верхний и нижний пределы последовательности, их суще-
ствование, примеры.

12. Критерий сходимости последовательности в терминах верхнего и
нижнего пределов.

Модуль II

Тема 3. Пределы функций.

1. Определение функции.

2. Эквивалентные множества, конечные, счетные и несчетные множе-
ства, счетность множества рациональных чисел, несчетность множества
действительных чисел.

3. Определение предела функции по Коши и его геометрический смысл,
примеры.

4. Единственность предела, локальная ограниченность функции, име-
ющей предел.

5. Определение предела функции по Гейне и его эквивалентность опре-
делению по Коши, примеры применения.

6. Пределы функций и арифметические операции.

7. Предельный переход и неравенства, теорема о трех пределах.

8. Предел функции sin x
x при x → 0.

9. Односторонние и бесконечные пределы, пределы на бесконечности
и их геометрический смысл.

10. Критерий Коши существования предела функции.
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11. Монотонные функции, критерий существования предела монотон-
ной функции.

12. Теорема о замене переменной в пределах, примеры применения.

13. Частичные пределы, верхний и нижний пределы функции, их су-
ществование.

Тема 4. Непрерывные функции.

1. Определение непрерывности в смысле Коши и в смысле Гейне, их
эквивалентность, геометрический смысл непрерывности.

2. Примеры непрерывных и разрывных функций.

3. Классификация точек разрыва, примеры.

4. Непрерывность и арифметические операции, непрерывность элемен-
тарных функций.

5. Теорема о непрерывности композиции.

6. Непрерывность и разрывы монотонной функции, теорема о множе-
стве точек разрыва монотонной функции.

7. Непрерывность монотонной функции, множество значений которой
является промежутком.

8. Свойство промежуточных значений, теорема Больцано – Коши о
корне и следствие из нее, примеры применения, критерий непрерывности
монотонной функции.

9. Первая теорема Вейерштрасса об ограниченности непрерывной
функции.

10. Вторая теорема Вейерштрасса о достижении верхней и нижней
граней.

11. Обратная функция, теорема о непрерывности обратной функции,
обратные тригонометрические функции.

12. Определение и свойства показательной функции, непрерывность
показательной функции.

13. Логарифмическая функция и ее свойства.

14. Степень с действительным показателем.

15. Предел функции (1 + x)1/x при x → 0, следствия.
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16. Сравнение логарифмической, степенной и показательной функций.

17. Эквивалентные функции и их применение при нахождении преде-
лов.

18. Сравнение бесконечно больших и бесконечно малых функций, сим-
волы Ландау.

19. Равномерная непрерывность, теорема Кантора, примеры.

Модуль III

Тема 5. Дифференциальное исчисление функций одной пере-
менной.

1. Определение производной и определение дифференцируемости
функции в точке, их эквивалентность.

2. Непрерывность дифференцируемой функции.

3. Уравнение касательной к графику дифференцируемой функции.

4. Односторонние производные.

5. Дифференцируемость и арифметические операции.

6. Производная композиции.

7. Производная обратной функции.

8. Производные основных элементарных функций.

9. Теорема Ферма о корне производной.

10. Теорема Ролля о корне производной.

11. Теорема Лагранжа о среднем значении и следствия из нее.

12. Теорема Коши (обобщенная теорема о среднем значении).

13. Теорема Дарбу о промежуточном значении производной.

14. Два правила Лопиталя о раскрытии неопределенностей.

15. Производные высших порядков.

16. Формула Тейлора с остатком в форме Пеано, единственность мно-
гочлена Тейлора.

17. Разложение некоторых элементарных функций по формуле Мак-
лорена.

18. Формула Тейлора с остатком в форме Лагранжа, примеры ее при-
менения.
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19. Условия постоянства функции в терминах производной.
20. Условия монотонности функции в терминах производной.
21. Экстремумы функции, необходимые и достаточные условия суще-

ствования экстремумов.
22. Применение формулы Тейлора для нахождения экстремумов.
23. Глобальные экстремумы и методы их нахождения.
24. Выпуклые функции и их свойства, критерий выпуклости.
25. Точки перегиба и методы их нахождения.
26. Исследование функций и построение их графиков с помощью про-

изводных.

ВТОРОЙ СЕМЕСТР

Модуль I
Тема 6. Неопределенный интеграл.

1. Определение первообразной, примеры. Торема о разности двух пер-
вообразных. Неопределенный интеграл и его элементарные свойства (ин-
тегрирование производной, линейность, линейная замена переменной).

2. Формула интегрирования по частям для неопределенного интегра-
ла, примеры.

3. Теорема о замене переменной в неопределенном интеграле, приме-
ры.

4. Интегрирование элементарных рациональных функций в общем ви-
де (4 типа). Теорема об интегрировании рациональной функции.

5. Метод Остроградского интегрирования рациональных функций.
6. Методы вычисления неопределенных интегралов от функций, ра-

циональных относительно sin x и cos x, примеры.
7. Интегрирование функций вида R

(
xp1/q1 , . . . , xpn/qn

)
, примеры.

8. Интегрирование функций вида R

(
x,
(

αx+β
γx+δ

)1/m
)
, примеры.

9. Интегрирование биномиального дифференциала, примеры.
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Тема 7. Интеграл Римана.

1. Определение интегральной суммы и ее предела. Определение инте-
грала Римана.

2. Ограниченность интегрируемой по Риману функции. Пример огра-
ниченной неинтегрируемой по Риману функции.

3. Интегрируемость тождественной постоянной, функции f(x) = x на
[0, 1], ступенчатой функции.

4. Интегрируемость функции Римана на [0, 1].

5. Суммы Дарбу и их свойства.

6. Интегралы Дарбу и связь между ними. Интегралы Дарбу для функ-
ции Дирихле.

7. Критерий интегрируемости по Риману в терминах сумм Дарбу.

8. Критерий интегрируемости по Риману в терминах колебаний.

9. Интегрируемость по Риману непрерывной функции.

10. Интегрируемость по Риману монотонной функции.

11. Интегрируемость по Риману функции, имеющей конечное число
точек разрыва.

12. Примеры интегрируемых по Риману функций, имеющих бесконеч-
ное множество точек разрыва.

13. Критерий Дарбу интегрируемости по Риману в терминах верхнего
и нижнего интегралов (без доказательства). Множество лебеговой меры
нуль и критерий Лебега интегрируемости по Риману (без доказательства).

14. Интегрируемость модуля интегрируемой функции и линейной ком-
бинации интегрируемых функций.

15. Интегрируемость произведения интегрируемых по Риману функ-
ций.

16. Интегрируемость на подынтервалах интегрируемой функции.

17. Линейность интеграла Римана.

18. Аддитивность интеграла Римана.

19. Монотонность интеграла Римана, следствия. Интеграл от положи-
тельной функции.
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20. Элементарный вариант теоремы о среднем значении и следствие
для непрерывной функции.

21. Первая теорема о среднем значении и следствие для непрерывной
функции.

22. Равномерная непрерывность интеграла с переменным верхним пре-
делом.

23. Вторая теорема о среднем значении. Формулы Бонне.

24. Дифференцируемость интеграла с переменным верхним пределом
в точке непрерывности подынтегральной функции. Пример разрывной
функции, у которой интеграл с переменным верхним пределом имеет про-
изводную.

25. Теорема Ньютона – Лейбница.

26. Обобщенная теорема Ньютона – Лейбница.

27. Понятие обобщенной первообразной и теорема о ее существовании.

28. Дифференцирование интегралов, у которых пределы интегрирова-
ния являются функциями.

29. Формула интегрирования по частям для интеграла Римана.

30. Теорема о замене переменной в интеграле Римана от непрерывной
функции.

31. Формула Валлиса.

32. Теорема о замене переменной в интеграле Римана от интегрируе-
мой функции.

33. Формула Тейлора с остатком в интегральной форме.

Тема 8. Приложения определенного интеграла.

1. Внешняя и внутренняя меры Жордана, измеримость по Жордану.
Пример неизмеримого по Жордану множества.

2. Определение подграфика функции. Теорема об измеримости под-
графика интегрируемой функции.

3. Вычисление площади области, заданной в полярных координатах,
примеры.
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4. Определение пути и его длины. Достаточное условие спрямляемо-
сти.

5. Формула вычисления длины гладкого пути.

6. Вычисление объема тела вращения.

7. Вычисление площади поверхности тела вращения.

Модуль II

Тема 9. Пространство Rn.

1. Пространство Rn и операции на нем. Скалярное произведение, ев-
клидова норма и их свойства.

2. Открытые множества и их свойства, примеры.

3. Замкнутые множества и их свойства, примеры. Теорема о дополне-
нии для замкнутых и открытых множеств.

4. Компактные множества. Теорема о вложенных сегментах. Лемма и
теорема Гейне – Бореля.

5. Лемма Больцано – Вейерштрасса.

Тема 10. Последовательности точек в Rn.

1. Определение предела, единственность предела, ограниченность схо-
дящейся последовательности.

2. Предельный переход и арифметические операции.

3. Критерий Коши сходимости последовательности точек из Rn.

Тема 11. Непрерывные отображения.

1. Определение предела функции по Коши и по Гейне и их эквива-
лентность.

2. Арифметические свойства пределов функций.

3. Определение непрерывности функции в точке. Непрерывность функ-
ции и ее компонент.

4. Арифметические свойства непрерывных функций. Теорема о непре-
рывности композиции.
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5. Теоремы Вейерштрасса о непрерывных функциях на компактных
множествах.

6. Теорема о непрерывном образе компактного множества.

7. Равномерная непрерывность и теорема Кантора.

8. Связные множества. Теорема о непрерывном образе связного мно-
жества и следствие (теорема Больцано – Коши).

9. Связность и линейная связность и соотношение между ними.

Тема 12. Дифференцируемые действительные функции.

1. Линейные формы и их непрерывность, примеры. Гиперплоскости,
примеры гиперплоскостей.

2. Определение дифференцируемой функции. Производная и ее гео-
метрический смысл.

3. Теорема о дифференциале аффинной функции. Единственность диф-
ференциала. Примеры.

4. Определение частной производной и ее геометрический смысл.

5. Связь между дифференцируемостью и существованием частных
производных, примеры.

6. Функции, дифференцируемые на множестве. Функции класса C1 и
теорема об их дифференцируемости.

7. Производная по направлению, примеры. Теорема о вычислении про-
изводной по направлению дифференцируемой функции.

8. Градиент функции и его геометрический смысл.

9. Теорема о среднем значении.

10. Связь между постоянством функции и равенством нулю ее диф-
ференциала.

11. Определение производной векторной функции действительной пе-
ременной. Дифференцируемость функции и ее компонент.

12. Теорема о дифференцируемости композиции. Цепное правило, при-
меры.

13. Частные производные высших порядков, примеры.

14. Теорема Шварца и ее обобщения.
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15. Формула Тейлора с остатком в форме Лагранжа.

16. Определение квадратичной формы. Знакоопределенные квадра-
тичные формы, примеры.

17. Определение знака квадратичной формы по ее коэффициентам
(случай n = 2). Критерий Сильвестра (без доказательства).

18. Определение локального экстремума, необходимое условие локаль-
ного экстремума. Стационарные точки, примеры.

19. Достаточное условие экстремума в терминах квадратичных форм.

Модуль III

Тема 13. Дифференцируемые отображения.

1. Линейное отбражение, норма и ее свойства.

2. Теорема о равномерной непрерывности линейного отображения.

3. Композиция линейных отбражений. Аффинное отображение.

4. Дифференцируемые отображения. Дифференцируемость линейно-
го отображения. Теорема о непрерывности дифференцируемого отобра-
жения.

5. Единственность производной дифференцируемого отображения.

6. Связь между дифференцируемостью отображения и его компонент.

7. Дифференцируемые на множестве отображения. Отображения клас-
са C1. Теорема о дифференцируемости отображения класса C1.

8. Матрица Якоби и ее определитель.

9. Теорема о производной композиции. Цепное правило.

10. Теорема об обратимости линейного отображения.

11. Теорема об обратной функции.

12. Теорема о неявной функции.

Тема 14. Функции на многообразиях.

1. Аффинные и гладкие многообразия.

2. Касательные и нормальные векторы. Касательное пространство.

3. Условный экстремум. Метод множителей Лагранжа.

4. Зависмость функций.
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ТРЕТИЙ СЕМЕСТР

Модуль I
Тема 15. Числовые ряды.

1. Сходящиеся и расходящиеся ряды. Критерий Коши. Необходимое
условие сходимости.

2. Элементарные свойства сходящихся рядов.
3. Ряды с неотрицательными слагаемыми. Гармонический ряд и обоб-

щенный гармонический ряд.
4. Признак сравнения. Признак Даламбера. Признак Коши. Инте-

гральный признак.
5. Знакопеременные ряды. Теорема Лейбница.
6. Признаки Абеля и Дирихле.
7. Абсолютная и условная сходимость. Перестановка ряда, теорема

Римана.
8. Произведение рядов, теорема Коши.
9. Бесконечные произведения и их свойства.

Тема 16. Функциональные последовательности и ряды.
1. Равномерная сходимость последовательностей и рядов. Критерий

Коши.
2. Признак Вейерштрасса равномерной сходимости.
3. Признаки Абеля и Дирихле.
4. Равномерная сходимость и непрерывность.
5. Равномерная сходимость и интегрирование.
6. Равномерная сходимость и дифференцирование.
7. Перестановка предельных переходов.

Тема 17. Степенные ряды.
1. Первая теорема Абеля. Понятие радиуса сходимости.
2. Вычисление радиуса сходимости. Теорема Коши – Адамара.
3. Равномерная сходимость и непрерывность суммы степенного ряда.

Вторая теорема Абеля.
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4. Почленное дифференцирование и интегрирование степенного ряда.
5. Коэффициенты Тейлора, ряд Тейлора.
6. Достаточное условие разложимости функции в ряд Тейлора.
7. Разложения в ряд Маклорена основных элементарных функций.

Модуль II
Тема 18. Несобственные интегралы.

1. Интегралы по неограниченному промежутку.
2. Интегралы от неограниченных функций.
3. Элементарные свойства несобственных интегралов.
4. Признаки сходимости несобственных интегралов. Критерий Коши.
5. Абсолютная и условная сходимость несобственных интегралов.
6. Признаки Абеля и Дирихле.

Тема 19. Интегралы, зависящие от параметра.
1. Собственные интегралы, зависящие от параметра, и их свойства

(непрерывность, дифференцируемость и интегрируемость).
2. Собственные интегралы, зависящие от параметра, у которых пре-

делы интегрирования также зависят от параметра. Свойства.
3. Несобственные интегралы, зависящие от параметра, равномерная

сходимость. Критерий Коши.
4. Признаки равномерной сходимости (Вейерштрасса, Абеля и Дири-

хле).
5. Связь между несобственными интегралами, зависящими от пара-

метра, и функциональными рядами.
6. Основные свойства несобственных интегралов, зависящих от пара-

метра (непрерывность, дифференцируемость и интегрирование по пара-
метру, перестановка порядка интегрирования).

7. Интегралы Эйлера – Пуассона и их свойства.
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Модуль III

Тема 20. Ряды Фурье.

1. Ортонормированные системы в евклидовых пространствах. Ряды
Фурье по ортонормированным системам.

2. Минимальное свойство частичных сумм ряда Фурье. Неравенство
Бесселя.

3. Тригонометрические ряды. Теорема Римана о тригонометрических
коэффициентах Фурье.

4. Замкнутые и полные ортонормированные системы. Равенство Пар-
севаля.

5. Тригонометрические ряды Фурье. Ядро Дирихле. Принцип локали-
зации.

6. Условия сходимости тригонометрического ряда Фурье в точке. При-
знак Дини. Следствия.

7. Суммируемость ряда Фурье методом Чезаро. Теорема Фейера.

8. Теоремы Вейерштрасса о приближении непрерывной функции три-
гонометрическими и алгебраическими полиномами.

9. Почленное дифференцирование и интегрирование рядов Фурье.

Тема 21. Интеграл Римана – Стилтьеса.

1. Интеграл Римана – Стилтьеса относительно монотонной функции
и его элементарные свойства. Примеры.

2. Функции ограниченной вариации и интеграл Римана – Стилтьеса.

ЧЕТВЕРТЫЙ СЕМЕСТР

Модуль I

Тема 22. Кратные интегралы.

1. Мера фигур и ее свойства.

2. Внешняя и внутренняя меры Жордана. Измеримые по Жордану
множества, примеры.

3. Критерий измеримости по Жордану.
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4. Свойства меры Жордана.

5. Определение интеграла Римана.

6. Суммы Дарбу и их свойства. Критерий интегрируемости по Риману
в терминах сумм Дарбу.

7. Критерий интегрируемости по Риману в терминах верхнего и ниж-
него интегралов и в терминах колебаний.

8. Интегрируемость по Риману непрерывной на компактном множе-
стве функции и функции, разрывной на множестве жордановой меры
нуль.

9. Критерий Лебега интегрируемости по Риману ограниченной функ-
ции (без доказательства).

10. Элементарные свойства интеграла Римана.

11. Сведение кратного интеграла Римана к повторному.

12. C1-диффеоморфизм и его свойства. Якобиан, его свойства и гео-
метрический смысл.

13. Замена переменной в кратном интеграле Римана.

Модуль II

Тема 23. Криволинейные интегралы.

1. Непрерывные, гладкие, простые кривые. Простой контур. Ориенти-
рованные кривые. Спрямляемые кривые.

2. Определение криволинейного интеграла первого рода и его элемен-
тарные свойства. Физический смысл. Примеры.

3. Векторное поле. Определение криволинейного интеграла второго
рода и его элементарные свойства, примеры.

4. Формула Грина о связи криволинейных интегралов с двойными.

5. Потенциальные поля. Два критерия потенциальности.

Тема 24. Поверхностные интегралы.

1. Поверхности в трехмерном пространстве. Непрерывные, простые и
почти простые поверхности. Ориентируемые поверхности.
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2. Площадь поверхности и ее свойства. Формулы для вычисления пло-
щади поверхности.

3. Поверхностные интегралы первого рода, их физическая интерпре-
тация, примеры.

4. Поток вектор-функции через ориентированную поверхность и по-
верхностный интеграл второго рода, примеры.

Модуль III
Тема 25. Элементы теории поля.

1. Скалярные и векторные поля в трехмерном пространстве.
2. Дивергенция и вихрь векторного поля.
3. Формула Остроградского – Гаусса.
4. Формула Стокса.
5. Потенциалы в трехмерном пространстве.
6. Соленоидальные поля.
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1. Действительные числа. Верхние и нижние

грани множеств

1.1 Система действительных чисел

Еще со школьного курса известно, что многие операции невыполнимы в
рамках множества рациональных чисел. Примером может служить сле-
дующее

Предложение. Не существует рационального числа p
q (p – целое,

q – натуральное), квадрат которого равен 2.
Доказательство. Предположим, что такие p и q существуют. Можем

считать, что хотя бы одно из них нечетное, иначе их можно сократить. Но
тогда p2

q2 = 2, а значит, p2 = 2q2. Отсюда следует, что p четное, т. е. p = 2r,
где r – целое. Поэтому (2r)2 = 2q2 и, следовательно, q2 также четное. Зна-
чит, q является четным, что противоречит сделанному предположению.
Полученное противоречие доказывает утверждение.

Итак, мы приходим к необходимости расширять множество рацио-
нальных чисел, т. е. вводить новые числа, которые называют ирраци-
ональными. Совокупность всех рациональных и иррациональных чисел
называют множеством, или системой, действительных чисел.

Существует несколько различных способов построения системы дей-
ствительных чисел. Так, исходя из множества рациональных чисел и их
свойств, немецкий математик Р. Дедекинд в конце XIX в. предложил по-
строение системы действительных чисел, используя так называемые сече-
ния во множестве рациональных чисел. Используя построение Дедекинда,
Пеано разработал аксиоматическую теорию чисел исходя из пяти акси-
ом натуральных чисел. С этой теорией подробно можно ознакомиться в
книге Э. Ландау "Основы анализа", М., ИЛ, 1947. Другой распространен-
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ный способ построения системы действительных чисел основан на приме-
нении десятичных (или же по какому-либо другому основанию) дробей.
При этом способе построения действительными числами называются бес-
конечные десятичные дроби, среди которых периодические дроби состав-
ляют множество рациональных чисел, а непериодические дроби – ирра-
циональные числа. Такой способ выгоден тем, что он является конструк-
тивным и, кроме того, в наибольшей степени соответствует интуитивному
понятию действительного числа. Этот способ изложен, например, в книге
Ильина и Позняка.

Некоторые авторы для построения системы действительных чисел при-
меняют так называемые фундаментальные последовательности рацио-
нальных чисел. При этом действительным числом называется каждая
такая последовательность.

Мы рассмотрим аксиоматическое построение системы действительных
чисел. Множеством (системой) действительных чисел мы назовем произ-
вольную совокупность объектов, обладающих рядом свойств, называемых
аксиомами, т. е. свойствами, которые предполагаются выполненными и
не требующими доказательства. Такой способ наиболее естественный с
философской точки зрения, т. к. числа суть абстракции, выражающие
количественные отношения вещей. Названные выше способы построения
действительных чисел – это способы реализации этих абстракций, т. е.
представление их формальными символами.

Определение. Системой действительных чисел называется непустое
множество R, обладающее следующими свойствами:

1. На R определены соотношения порядка <, >, =, обладающие та-
кими свойствами:

a) для каждой пары действительных чисел a и b имеет место одно, и
только одно из следующих трех соотношений:

a < b, a > b, a = b;

b) из условий a < b, b < c следует, что a < c (это свойство называется
транзитивностью неравенств).
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2. Группа аксиом сложения и умножения предполагает определение
на R операций сложения и умножения, удовлетворяющих следующим ак-
сиомам:

a) для любых a, b ∈ R справедливо равенство a + b = b + a (свойство
коммутативности сложения);

b) для любых a, b, c ∈ R справедливо равенство a + (b + c) = (a + b) + c

(свойство ассоциативности сложения);

c) во множестве R существует элемент 0, называемый нулем, нейтраль-
ный по отношению к сложению, т. е. такой, что для любого a ∈ R спра-
ведливо равенство a + 0 = a;

d) для любого a ∈ R во множестве R имеется элемент −a, называемый
противоположным, такой, что a + (−a) = 0;

e) если a < b, то для любого c ∈ R справедливо неравенство a+c < b+c;

f) для любых a, b ∈ R справедливо равенство a · b = b · a (свойство
коммутативности умножения);

g) для любых a, b, c ∈ R справедливо равенство a · (b · c) = (a · b) · c

(свойство ассоциативности умножения);

h) во множестве R существует элемент 1, отличный от 0, называемый
единицей, нейтральный по отношению к умножению, т. е. такой, что для
любого a ∈ R справедливо равенство a · 1 = a;

i) для любого a ∈ R, a �= 0 во множестве R имеется элемент 1
a , назы-

ваемый обратным, такой, что a · 1
a = 1;

j) для любых a, b ∈ R, таких, что a < b, и для любого c > 0 справедливо
неравенство a · c < b · c, а для c < 0 справедливо неравенство a · c > b · c;

k) для любых a, b, c ∈ R справедливо равенство (a + b)c = a · c + b · c
(дистрибутивный закон).

3. Если непустые подмножества X,Y ⊂ R такие, что для любого x ∈ X

и для любого y ∈ Y справедливо неравенство x ≤ y, то найдется такое
c ∈ R, что неравенство x ≤ c ≤ y справедливо для любых x ∈ X, y ∈ Y .

Последняя аксиома означает, что во множестве действительных чисел
нет пробелов. Она называется свойством полноты множества действи-
тельных чисел.
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Итак, мы ввели множество R, которое будем называть множеством
действительных чисел. Естественно поставить вопрос о существовании
такого множества. Другими словами, не является ли совокупность сфор-
мулированных выше аксиом противоречивой? Ответ на этот вопрос мо-
жет дать один из названных выше конструктивных способов определе-
ния множества действительных чисел. Каждый такой способ предпола-
гает построение множества и определения операций на нем, обладающих
свойствами, перечисленными в аксиомах. Поэтому такое множество су-
ществует.

Другой важный вопрос – является ли такое множество единственным?
Можно показать, что между любыми двумя множествами R и R′, обла-
дающими перечисленными выше свойствами, можно установить взаимно
однозначное соответствие таким образом, что если x соответствует x′, y

соответствует y′, то из условия x < y следует, что x′ < y′, сумме x + y

соответствует x′ + y′, произведению x · y соответствует x′ · y′ и т. д. В
этом смысле определенное выше совокупностью указанных свойств мно-
жество R является единственным, несмотря на то что конкретные реа-
лизации множества действительных чисел могут состоять из элементов
разной природы.

1.2 Натуральные числа

Определение.Множество A называется индуктивным, если для лю-
бого a ∈ A элемент a + 1 также принадлежит множеству A.

Легко показать, что пересечение любого семейства индуктивных мно-
жеств является индуктивным множеством, если оно непусто.

Определение. Множеством натуральных чисел N называется пере-
сечение всех индуктивных множеств, содержащих 1.

Из определения множества натуральных чисел следует

Принцип математической индукции. Пусть N ∗ – непустое под-
множество натуральных чисел, обладающее следующими свойствами:
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1) 1 ∈ N∗,

2) для любого x ∈ N∗ элемент x + 1 также принадлежит N∗.
Тогда N∗ = N.

Принцип математической индукции является одним из важнейших
свойств натуральных чисел. При аксиоматическом определении множе-
ства натуральных чисел принцип математической индукции формули-
руется в качестве аксиомы. Принцип математической индукции лежит в
основе доказательства многих утверждений. Метод доказательства, осно-
ванный на применении принципа математической индукции, называется
методом математической индукции.

Пример. Доказать, что для всех натуральных чисел n справедливо
неравенство n ≤ 2n.

Для доказательства применим метод математической индукции. Пусть
N∗ – множество тех натуральных n, для которых это неравенство име-
ет место. При n = 1 оно принимает вид 1 ≤ 2, т. е. оно справедливо.
Предположим, что требуемое неравенство имеет место при некотором n

(т. е. что n ∈ N∗) и покажем, что оно же справедливо и для n + 1 (т. е.,
что n + 1 ∈ N∗). Другими словами, нужно показать, что условие n ≤ 2n

влечет выполнение неравенства n + 1 ≤ 2n+1. Складывая предположе-
ние индукции n ≤ 2n с очевидным неравенством 1 ≤ 2 ≤ 2n, находим:
n + 1 ≤ 2n + 2n = 2n+1, что и требовалось доказать.

Упражнение 1. Методом математической индукции докажите, что
для любого натурального n и для любых действительных a и b справед-
лива формула бинома Ньютона

(a + b)n = C0
nan + C1

nan−1b + C2
nan−2b2 + · · · + Cn−1

n abn−1 + Cn
nbn =

=
n∑

k=0

Ck
nan−kbk,

где Ck
n = n!

k!(n−k)! , а k! = 1 · 2 · · · · · k при k ∈ N и 0! = 1.

Упражнение 2. Докажите неравенство Бернулли

(1 + x)n ≥ 1 + nx (n ∈ N, x > −1).
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1.3 Ограниченные множества

Пусть E – непустое множество действительных чисел.

Определение. Множество E называется ограниченным сверху, если
существует такое M ∈ R, что для всех x ∈ E справедливо неравенство
x ≤ M . Число M называется верхней границей множества E.

Множество E называется ограниченным снизу, если существует такое
m ∈ R, что для всех x ∈ E справедливо неравенство x ≥ m. Число m

называется нижней границей множества E.

У ограниченного сверху множества существует сколь угодно много
верхних границ. Действительно, если M – верхняя граница множества
M , то для любого положительного ε число M +ε также является верхней
границей E. Аналогично, у ограниченного снизу множества существует
сколь угодно много нижних границ.

С геометрической точки зрения ограниченность сверху множества E

означает наличие на числовой прямой такой точки M , что все точки мно-
жества E расположены не правее M . Аналогично, ограниченность снизу
множества E означает наличие на числовой прямой такой точки m, что
все точки множества E расположены не левее, чем m.

Определение.Множество E называется ограниченным, если оно огра-
ничено сверху и снизу, т. е. если существуют такие m,M ∈ R, что для всех
x ∈ E справедливо неравенство m ≤ x ≤ M .

С геометрической точки зрения ограниченность E означает, что все
точки множества E содержатся в некотором отрезке [m,M ] числовой пря-
мой.

Определение. Элемент x ∈ E называется наибольшим элементом
множества E, если для любого z ∈ E справедливо неравенство z ≤ x.
Элемент y ∈ E называется наименьшим элементом множества E, если
для любого z ∈ E справедливо неравенство z ≥ y.

Очевидно, что если во множестве E существует наибольший элемент,
то это множество ограничено сверху, а если в E существует наименьший
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элемент, то это множество ограничено снизу. Однако не каждое ограни-
ченное сверху (снизу) множество имеет наибольший (наименьший) эле-
мент. Например, множество E = (0, 1) ≡ {x ∈ R : 0 < x < 1} ограничено
сверху (например, числом 1), однако в нем нет наибольшего элемента.
Действительно, для любого x ∈ E число z = x+1

2 > x также принадле-
жит E. Аналогично можно показать, что E ограничено снизу, но не имеет
наименьшего элемента.

Пусть E – ограниченное сверху множество. Через E обозначим со-
вокупность всех верхних границ множества E. Множество E непусто и,
как мы уже видели, неограничено сверху. Очевидно, однако, что E огра-
ничено снизу (например, любой элемент множества E является нижней
границей множества E).

Поставим следующий вопрос: существует ли во множестве E наимень-
ший элемент?

Определение. Пусть множество E ограничено сверху. Тогда наи-
меньшая из всех его верхних границ называется верхней гранью, или
точной верхней границей, и обозначается supE.

Это определение равносильно следующему.

Определение. Число M называется верхней гранью множества E,
если выполнены следующие два условия:

1) для каждого x ∈ E справедливо неравенство x ≤ M ;

2) для любого ε > 0 найдется такой x ∈ E, что x > M − ε.

Первое условие этого определения означает, что M является верхней
границей множества E, а второе – что M – наименьшая из всех верхних
границ, т. е. что никакое число M − ε < M не является верхней границей
множества E.

Аналогично формулируется определение нижней грани.

Определение. Пусть множество E ограничено снизу. Тогда наиболь-
шая из всех его нижних границ называется нижней гранью, или точной
нижней границей, и обозначается inf E.
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Это определение равносильно следующему.

Определение. Число m называется нижней гранью множества E,
если выполнены следующие два условия:

1) для каждого x ∈ E справедливо неравенство x ≥ m;

2) для любого ε > 0 найдется такой x ∈ E, что x < m + ε.

Первое условие этого определения означает, что m является нижней
границей множества E, а второе – что m – наибольшая из всех нижних
границ, т. е. что никакое число m + ε > m не является нижней границей
множества E.

Из определения верхней и нижней граней множества не следует сам
факт их существования. Существование точных границ устанавливает
следующая теорема.

Теорема (о существовании верхней грани). Каждое непустое
ограниченное сверху множество имеет верхнюю грань.

Доказательство. Пусть E – ограниченное сверху множество, а E

– множество всех его верхних границ. Оба множества непустые, и для
любых x ∈ E, y ∈ E справедливо неравенство x ≤ y. По аксиоме полно-
ты множества действительных чисел, существует такое число M , что для
любых x ∈ E, y ∈ E справедливо неравенство x ≤ M ≤ y. Левое неравен-
ство означает, что число M является верхней границей множества E, т. е.
M ∈ E, а правое неравенство показывает, что M – наименьший элемент
во множестве E.

Аналогично доказывается следующая

Теорема (о существовании нижней грани). Каждое непустое
ограниченное снизу множество имеет нижнюю грань.

Понятие верхней (нижней) грани мы определили для ограниченно-
го сверху (снизу) множества. Но не каждое множество ограничено свер-
ху (снизу). Так, само множество действительных чисел R неограничено
сверху и снизу. В самом деле, для любого M ∈ R найдется x ∈ R, та-
кой, что x > M (например, x = M + 1). Это означает, что никакое число
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M не является верхней границей множества R. В случае если множе-
ство E неограничено сверху, иногда пишут supE = +∞. Аналогично,
если множество E неограничено снизу, то пишут inf E = −∞. Примером
неограниченного снизу множества также может быть множество R.

1.4 Целые числа. Принцип Архимеда

Одна из аксиом сложения предполагает наличие у каждого числа x про-
тивоположного ему числа −x, т. е. такого, что x + (−x) = 0.

Определение. Натуральные числа, противоположные им и число 0

будем называть целыми числами. Множество всех целых чисел обознача-
ется через Z.

Лемма 1. Во всяком непустом ограниченном сверху подмножестве
множества целых чисел существует наибольший элемент.

Доказательство.Пусть A – ограниченное сверху подмножество мно-
жества целых чисел. Тогда у него существует верхняя грань c = supA.
Число c−1 не является верхней границей множества A и поэтому найдет-
ся такое z0 ∈ A, что c − 1 < z0 ≤ c. Это число z0 является наибольшим в
A. В самом деле, если найдется z′ ∈ A, такое, что z′ > z0, то z′ ≥ z0+1 (во
множестве Z между z0 и z0 + 1 нет целых чисел). Но z0 + 1 > c, а значит,
и z′ > c, что противоречит тому, что c – верхняя граница множества A.

Следствие. Множество N всех натуральных чисел неограничено
сверху.

Доказательство. В самом деле, если бы N было бы ограниченным
сверху, то, согласно лемме 1, в нем нашелся бы наибольший элемент n0.
Но n0 + 1 > n0 и n0 + 1 ∈ N, что приводит к противоречию.

С помощью кванторов это следствие можно записать так:

∀a ∈ R ∃n ∈ N : n > a.

Лемма 2. В каждом непустом ограниченном снизу подмножестве
целых чисел существует наименьший элемент.
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Доказательство леммы 2 аналогично доказательству леммы 1 (прове-
сти самостоятельно).

Теорема (принцип Архимеда). Для любого действительного чис-
ла x и для любого положительного h существует единственное целое
число k0, такое, что (k0 − 1)h ≤ x < k0h.

Доказательство. Зададим x ∈ R и h > 0. Множество целых чисел
k, таких, что k > x

h , непусто в силу следствия из леммы 1, и это множе-
ство ограничено снизу. Поэтому, в силу леммы 2, в этом множестве есть
наименьший элемент k0, и он единственный. Так как k0 > x

h , то x < k0h,
а из неравенства k0 − 1 ≤ x

h следует, что (k0 − 1)h ≤ x.

С геометрической точки зрения принцип Архимеда означает, что каж-
дая точка x ∈ R попадает в один, и только в один из полуинтервалов
[(k − 1)h, kh).

Определение. Рациональным называется число, которое может быть
представлено в виде p

q , где p – целое, q – натуральное. Множество всех
рациональных чисел обозначается через Q.

Следствие из принципа Архимеда. Пусть a, b – действительные
числа, такие, что a < b. Тогда найдется такое рациональное число r,
что a < r < b.

Доказательство. Выберем натуральное n > 1
b−a (оно существует

в силу следствия из леммы 1). Применяя принцип Архимеда с h = 1
n ,

найдем такое целое k, что k−1
n ≤ a < k

n . Обозначим r = k
n ∈ Q. Остается

показать, что r < b. Если r = k
n ≥ b, то из неравенства k−1

n ≤ a получим,
что 1

n ≥ b − a, т. е. n ≤ 1
b−a , что противоречит выбору числа n.

Это следствие называют свойством плотности рациональных чисел.

1.5 Существование корня

Ранее было показано, что во множестве рациональных чисел нет такого
числа, квадрат которого равен 2. Мы ввели в рассмотрение более широкое
множество R действительных чисел, которое содержит в себе множество
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рациональных чисел Q. Покажем, что во множестве R можно извлекать
корни любой натуральной степени из любого положительного действи-
тельного числа.

Теорема. Для любого положительного действительного числа x и
для любого натурального n существует, и притом единственное, число
y > 0, такое, что yn = x (здесь по определению считаем, что
yn = y · y · · · · · y︸ ︷︷ ︸

n сомножителей

).

Доказательство. Будем применять аксиому полноты. Обозначим
через A множество всех действительных положительных чисел α, таких,
что αn < x. Это множество непусто, например, α = x

1+x ∈ A, т. к., учиты-
вая, что 0 < α < 1, получаем αn < α < x. Далее, через B обозначим мно-
жество всех действительных положительных чисел β, таких, что βn > x.
Это множество также непусто, например, β = 1 + x ∈ B, т. к., учитывая,
что β > 1, получаем βn > β > x.

Пусть α ∈ A, β ∈ B. Тогда α < β. В самом деле, если 0 < β ≤ α,
то получили бы βn ≤ αn, что невозможно, ибо αn < x, а βn > x. Таким
образом, множества A и B удовлетворяют условиям аксиомы полноты. В
силу этой аксиомы существует число y, такое, что для любых α ∈ A и
β ∈ B справедливо неравенство α ≤ y ≤ β.

Докажем, что yn = x. Предположим противное. Пусть, например, yn <

x. Это означает, что y ∈ A и y – наибольший элемент в A. Мы же покажем,
что во множестве A нет наибольшего элемента. В самом деле, если α ∈ A,
т. е. αn < x, то покажем, что можно подобрать ε > 0 так, что (α+ε)n < x.
По формуле бинома Ньютона имеем (считаем, что ε < 1)

(α + ε)n = αn + C1
nαn−1ε + C2

nαn−2ε2 + · · · + Cn
nεn ≤

≤ αn + ε
[
C1

nαn−1 + C2
nαn−1 + · · · + 1

]
= αn + ε [(α + 1)n − αn] .

Выберем ε таким, чтобы выполнялось неравенство

αn + ε [(α + 1)n − αn] < x.
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Для этого достаточно взять

0 < ε < min
(

x − αn

(α + 1)n − αn
, 1
)

.

Выбрав таким ε, получим, что (α + ε)n < x.
Итак, мы показали, что во множестве A нет наибольшего элемента, а

значит, неравенство yn < x не может выполняться. Если предположить,
что yn > x, то это будет означать, что y – наименьший элемент во мно-
жестве B. Покажем, что во множестве B нет наименьшего элемента. Для
этого возьмем произвольное β ∈ B и найдем такое ε, 0 < ε ≤ 1, что
β − ε ∈ B. Пользуясь формулой бинома Ньютона, получим

(β − ε)n = βn − C1
nβn−1ε + C2

nβn−2ε2 − · · · + (−1)nεn =

= βn − ε
[
C1

nβn−1 − C2
nβn−2ε + · · · + (−1)n−1εn−1

] ≥
≥ βn − ε

[
C1

nβn−1 + C2
nβn−2ε + · · · + εn−1

] ≥
≥ βn − ε

[
C1

nβn−1 + C2
nβn−2 + · · · + 1

]
= βn − ε [(β + 1)n − βn] .

Выберем ε таким, чтобы выполнялось неравенство

βn − ε [(β + 1)n − βn] > x.

Для этого достаточно взять

0 < ε < min
(

βn − x

(β + 1)n − βn
, 1
)

.

Выбирая таким ε, получим, что (β − ε)n > x.
Итак, неравенство yn > x также невозможно. Остается единственно

возможное yn = x.
Двух различных положительных y1 и y2 быть не может, ибо если 0 <

y1 < y2, то yn
1 < yn

2 и оба одновременно не могут равняться x.

Положительное число y, удовлетворяющее равенству yn = x, называ-
ется корнем n-й степени из x и обозначается n

√
x.
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1.6 Абсолютные величины

Понятие абсолютной величины тесно связано с понятием противополож-
ного числа.

Определение. Абсолютной величиной (модулем) числа a называется
величина

|a| =

{
a, если a ≥ 0,

−a, если a < 0.

Из самого определения сразу видно, что для любого числа его аб-
солютная величина неотрицательна. Очевидно также, что для любого a

справедливо равенство |a| = | − a|. В самом деле, при a = 0 это равенство
очевидно, если a > 0, то |a| = a и −a < 0, так что | − a| = −(−a) = a.
Если же a < 0, то |a| = −a и −a > 0, так что | − a| = −a.

Свойства абсолютной величины.

1. Неравенство |a| ≤ b, (b ≥ 0) справедливо тогда и только тогда,
когда −b ≤ a ≤ b.

2. Для любых a, b ∈ R справедливо равенство |ab| = |a| · |b|.
3. Для любых a, b ∈ R справедливо неравенство |a + b| ≤ |a| + |b|.
4. Для любых a, b ∈ R справедливо неравенство |a + b| ≥ |a| − |b|.
Доказательство этих свойств рекомендуется провести самостоятельно.

Эквивалентное определение ограниченного множества.Напом-
ним, что выше мы назвали множество E ⊂ R ограниченным, если су-
ществуют такие числа m, M ∈ R, что для любого x ∈ R справедливо
неравенство m ≤ x ≤ M .

Определение. Множество E ⊂ R называется ограниченным, если
существует такое действительное число A, что для любого x ∈ E спра-
ведливо неравенство |x| ≤ A.

Для доказательства эквивалентности этого определения данному ра-
нее определению достаточно для известного A положить m = −A, M =

A, а при данных m и M взять A = max(|M |, |m|).
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Примеры некоторых стандартных множеств.
1. Интервал (a, b) = {x ∈ R : a < x < b}.
2. Отрезок (сегмент) [a, b] = {x ∈ R : a ≤ x ≤ b}.
3. Полуинтервал открытый слева (справа) (замкнутый справа (слева))

(a, b] = {x ∈ R : a < x ≤ b} ( [a, b) = {x ∈ R : a ≤ x < b} ).
4. Окрестность точки c ∈ R – любой интервал, содержащий c.
5. ε-окрестность точки c ∈ R (c−ε, c+ε) = {x ∈ R : |x−c| < ε}(ε > 0).
6. Проколотая окрестность (проколотая ε-окрестность) точки c ∈ R

(a, c) ∪ (c, b) ( (c − ε, c) ∪ (c, c + ε) = {x ∈ R : 0 < |x − c| < ε} ).
7. R = (−∞,∞).
8. Полупрямая [a,+∞) = {x ∈ R : x ≥ a}, (−∞, b] = {x ∈ R : x ≤ b},

открытая полупрямая (a,+∞) = {x ∈ R : x > a} называется также
окрестностью +∞, открытая полупрямая (−∞, b) = {x ∈ R : x < b}
называется также окрестностью −∞.

9. Окрестность бесконечности (−∞, a) ∪ (b,+∞), M -окрестность бес-
конечности (−∞,M) ∪ (M,+∞) = {x ∈ R : |x| > M}.
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2. Пределы последовательностей

2.1 Определение и элементарные свойства

Последовательность – это функция натурального аргумента. Если каж-
дому натуральному числу n поставлено в соответствие действительное
число xn, то говорят, что задана последовательность {xn}. Иначе после-
довательность обозначают так: x1, x1, . . . , xn, . . . . Число xn называется
n-м элементом (или n-м членом) последовательности. Элементы после-
довательности считаются различными, даже если они равные, но име-
ют разные номера. Например, последовательность 1, 1, . . . , у которой все
xn = 1. Последовательность может быть задана формулой, которая по
заданному n позволяет вычислить значение xn, например, ((−1)n + 1) /2.
Можно задавать последовательность рекуррентно, т. е. указывать закон,
по которому каждый следующий элемент вычисляется по известным пре-
дыдущим, например, арифметическая xn+1 = xn +d, или геометрическая
xn+1 = xn · q прогрессии (при этом нужно определить один или несколь-
ко первых элементов). Можно задавать последовательность описанием ее
элементов, например, xn – n-й десятичный знак после запятой у числа π.

Определение. Число a называется пределом последовательности
{xn}, если для любого ε > 0 найдется номер N , зависящий, вообще го-
воря, от ε, такой, что для всех номеров n ≥ N выполняется неравенство
|xn − a| < ε. В этом случае пишут xn → a (n → ∞), или

lim
n→∞xn = a.

В кванторах это определение выглядит следующим образом:

lim
n→∞ = a ⇐⇒ ∀ε > 0 ∃N ≡ Nε : ∀n ≥ N |xn − a| < ε.
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Если последовательность имеет предел, то говорят, что она сходится.
В противном случае говорят, что последовательность расходится.

Для того чтобы выяснить геометрический смысл предела последова-
тельности, перепишем неравенство |xn − a| < ε в таком эквивалентном
виде a − ε < xn < a + ε. Тогда понятно, что что с геометрической точки
зрения равенство limn→∞ xn = a означает, что все члены последователь-
ности, начиная с некоторого номера N(ε), зависящего от ε, находятся в ε-
окрестности точки a. Вне этой окрестности находится, быть может, лишь
конечное число элементов, а именно, те xn, номера n которых меньше,
чем N(ε).

В терминах окрестностей определение предела можно переформули-
ровать следующим образом.

Определение. Число a называется пределом последовательности
{xn}, если для любой ε-окрестности Uε(a) числа a найдется такой но-
мер N(ε), начиная с которого все члены последовательности принадлежат
этой окрестности, т. е.

∀Uε(a) ∃N : ∀n ≥ N xn ∈ Uε(a).

Пример 1. Пусть xn = a (n = 1, 2, . . . ). Такая последовательность
называется стационарной. Ясно, что limn→∞ xn = a.

Пример 2. Пусть xn = (−1)n

n . Покажем, что limn→∞
(−1)n

n = 0. Зада-
дим ε > 0 и рассмотрим неравенство

∣∣∣ (−1)n

n − 0
∣∣∣ = 1

n < ε. Оно выполня-
ется, если только n > 1

ε . Положим N =
[
1
ε

]
+ 1, где [b] означает целую

часть числа b. Тогда из неравенства n ≥ N следует, что n > 1
ε , а значит,∣∣∣ (−1)n

n − 0
∣∣∣ = 1

n < ε. Таким образом, мы показали по определению, что
число a = 0 является пределом последовательности xn.

Пример 3. Покажем, что limn→∞
(√

n + 1 −√
n
)

= 0. Зададим ε > 0.
Тогда получим, что неравенство∣∣(√n + 1 −√

n
)− 0

∣∣ =
√

n + 1 −√
n =

1√
n + 1 +

√
n
≤ 1√

n
< ε

справедливо, если только n > 1
ε2 . Поэтому достаточно взять N =

[
1
ε2

]
+1.



ò. 1. ñ. 43

2. Пределы последовательностей 17

Замечание. При доказательства равенства limn→∞ xn = a по опреде-
лению не требуется находить наименьший номер N , начиная с которого
выполняется неравенство |xn − a| < ε. Достаточно указать лишь какой-
нибудь номер N(ε), начиная с которого |xn − a| < ε.

Отрицание определения предела. Число a не является пределом
последовательности {xn}, если найдется такое положительное ε, что для
любого N существует n ≥ N , такое, что |xn − a| ≥ ε, т. е.

∃ε > 0 : ∀N ∃n ≥ N : |xn − a| ≥ ε.

В этой записи число N не может зависеть от ε, а n зависит от N .
В терминах окрестностей получаем, что число a не является пределом

последовательности {xn}, если найдется такая окрестность числа a, вне
которой находится бесконечно много элементов последовательности xn.

Теперь легко можем сформулировать в кванторах определение расхо-
дящейся последовательности:

∀a ∃ε = ε(a) > 0 : ∀N ∃n ≥ N : |xn − a| ≥ ε.

Пример 4. Докажем, что последовательность xn = (−1)n расходится.
Зададим произвольное a ∈ R и положим ε = 1

2 . Если a ≥ 0, то вне окрест-
ности (a− ε, a + ε) находятся элементы последовательности с нечетными
номерами, а если a < 0, то с четными номерами. Итак, какое бы N мы ни
взяли, найдется n ≥ N (например, n = 2N + 1, если a ≥ 0 и n = 2N , если
a < 0), для которого справедливо неравенство |xn − a| ≥ ε.

2.1.1 Свойства сходящихся последовательностей

Теорема 1 (единственность предела). Если последовательность
имеет предел, то он единственный.

Доказательство. Предположим противное. Пусть limn→∞ xn = a′,
limn→∞ xn = a′′ и a′ �= a′′. Выберем ε = 1

2 |a′ − a′′| > 0. Тогда найдутся
номера N ′ и N ′′, такие, что для всех n ≥ N ′ справедливо неравенство
|xn − a′| < ε, а для всех n ≥ N ′′ справедливо неравенство |xn − a′′| < ε.



ò. 1. ñ. 44

18 Первый семестр

Положим N = max{N ′, N ′′}. Тогда при n ≥ N неравенства |xn − a′| <

ε и |xn − a′′| < ε должны выполняться одновременно, что невозможно,
поскольку при выбранном ε окрестности (a′ − ε, a′ + ε) и (a′′ − ε, a′′ + ε)

не имеют общих точек.

Определение. Числовая последовательность {xn} называется огра-
ниченной сверху (снизу), если существует такое число M (m), что для
всех номеров n ∈ N справедливо неравенство xn ≤ M (xn ≥ m). После-
довательность называется ограниченной, если она ограничена сверху и
снизу.

Легко показать, что ограниченность последовательности {xn} равно-
сильна тому, что

∃A > 0 : ∀n ∈ N |xn| ≤ A.

С геометрической точки зрения ограниченность последовательности озна-
чает, что все ее элементы находятся в некоторой окрестности нуля.

Теорема 2 (необходимое условие сходимости). Если последова-
тельность сходится, то она ограничена.

Доказательство. Пусть limn→∞ xn = a. Зададим ε = 1 и найдем но-
мер N такой, что для всех n ≥ N справедливо неравенство |xn − a| < ε.
Среди конечного числа элементов x1, x2, . . . , xN−1 найдем наибольший
xn1 и наименьший xn2 . Тогда, очевидно, неравенство m ≡ min (a − 1, xn2) ≤
xn ≤ M ≡ max (a + 1, xn1) имеет место для всех n ∈ N.

Приведем еще одно доказательство. Для ε = 1 найдем номер N , такой,
что |xn − a| < ε при всех n ≥ N . Пусть A = max (|a| + 1, |x1| , . . . , |xN−1|).
Тогда для всех n ∈ N, очевидно, справедливо неравенство |xn| ≤ A.

Обратное к доказанной теореме утверждение не имеет места, т. е. из
ограниченности последовательности не следует сходимость. В самом де-
ле, как было показано в примере 4, последовательность xn = (−1)n рас-
ходится. Вместе с этим она ограничена, поскольку для любого n ∈ N

справедливо неравенство |(−1)n| ≤ 1.

В кванторах определение неограниченной последовательности выгля-
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дит следующим образом

∀A ∃n ∈ N : |xn| > A.

Из теоремы 2 мгновенно вытекает

Следствие (достаточное условие расходимости). Если последо-
вательность неограничена, то она расходится.

Пример 5. Пусть xn = qn, где |q| > 1. Покажем, что эта последова-
тельность неограничена. Для доказательства будем применять известное
неравенство Бернулли (1 + α)n ≥ 1 + nα, (α > −1, n ∈ N), которое легко
может быть доказано методом математической индукции.

Положим α = |q| − 1 > 0. Зададим произвольное A > 0. В силу нера-
венства Бернулли

|qn| = |q|n = (1 + α)n ≥ 1 + nα > nα > A,

если только n > A
α . Итак, для любого A > 0 найдется номер n =

[
A
α

]
+ 2,

такой, что |qn| > A. Это означает, что последовательность {xn} неогра-
ничена, а значит, в силу следствия из теоремы 2, она расходится.

Теорема 3. Если limn→∞ xn = a, то limn→∞ |xn| = |a|.
Доказательство. Эта теорема мгновенно вытекает из неравенства

| |xn| − |a| | ≤ |xn − a|. Действительно, зададим ε > 0 и, пользуясь усло-
вием теоремы, найдем такой номер N , что для всех n ≥ N справедливо
неравенство |xn − a| < ε. Тогда для n ≥ N также будет выполняться и
неравенство | |xn| − |a| | < ε.

Замечание. Утверждение, обратное к данной теореме, неверно. На-
пример, последовательность xn = (−1)n расходится, и в то же время
limn→∞ |(−1)n| = limn→∞ 1 = 1. Легко, однако, видеть, что теорема 3
может быть обращена при a = 0. В самом деле, достаточно воспользо-
ваться равенством | |xn| − 0 | = |xn − 0| = |xn|.
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2.1.2 Предельный переход и неравенства

Теорема 4. Пусть limn→∞ xn = a, limn→∞ yn = b и xn ≤ yn (n =

1, 2, . . . ). Тогда a ≤ b.

Доказательство. Зададим ε > 0 и найдем номер N1, такой, что для
всех n ≥ N1 справедливо неравенство |xn − a| < ε. Отсюда, в частности,
следует, что xn > a − ε, n ≥ N1. Далее, для этого же ε найдем номер
N2, такой, что для всех n ≥ N2 выполнено неравенство |yn − b| < ε, из
которого следует, что yn < b + ε, n ≥ N2. Положим N = max (N1, N2).
Тогда для n ≥ N , пользуясь условием теоремы, получим a − ε < xn ≤
yn < b + ε. Отсюда имеем a − ε < b + ε, или a < b + 2ε. Так как ε > 0

произвольно, то a ≤ b.

Приведем еще одно доказательство теоремы 4. Предположим, что a >

b. Тогда положим ε = (a − b)/2 и найдем номера N1 и N2, такие, что
|xn − a| < ε (n ≥ N1) и |yn − b| < ε (n ≥ N2). Если взять n ≥ max (N1, N2),
то получим xn > a−ε = (a+ b)/2 = b+ε > yn, что противоречит условию
xn ≤ yn теоремы.

Замечание. Из условия xn < yn (n = 1, 2, . . . ) не следует, что a < b.
Действительно, пусть, например, xn = 0, yn = 1

n (n = 1, 2, . . . ). Тогда
xn < yn (n = 1, 2, . . . ), но limn→∞ xn = limn→∞ yn = 0.

Теорема 5. Пусть limn→∞ xn = a, и число b < a. Тогда существует
такой номер N , что при всех n ≥ N справедливо неравенство xn > b.

Доказательство. Положим ε = a − b > 0 и найдем номер N , такой,
что |xn − a| < ε при всех n ≥ N . Отсюда для n ≥ N получим xn > a−ε =

b.

Теорема 6 (теорема Гурьева о трех пределах).Пусть три после-
довательности {xn}, {yn} и {zn} такие, что xn ≤ yn ≤ zn (n = 1, 2, . . . ).
Если limn→∞ xn = limn→∞ zn = a, то последовательность {yn} сходит-
ся и limn→∞ yn = a.

Доказательство. Зададим ε > 0 и найдем номера N1 и N2, та-
кие, что |xn − a| < ε (n ≥ N1) и |zn − a| < ε (n ≥ N2). Положим N =

max (N1, N2). Тогда для всех n ≥ N будем иметь a − ε < xn ≤ yn ≤ zn <
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a + ε. Отсюда следует, что |yn − a| < ε, а это и означает, что существует
limn→∞ yn = a.

Пример 6. Пусть xn = qn. В примере 5 было показано, что при |q| > 1

последовательность xn неограничена и, следовательно, расходится. Да-
лее, при q = −1 имеем xn = (−1)n. В примере 4 мы показали, что эта по-
следовательность также расходится. Если q = 1, то xn = 1 (n = 1, 2, . . . ).
Это – стационарная последовательность и limn→∞ xn = 1. Также и при
q = 0 получаем xn = 0 (n = 1, 2, . . . ) и limn→∞ xn = 0. Осталось рас-
смотреть случай 0 < |q| < 1. Выберем такое α > 0, что |q| = 1

1+α(
α = 1

|q| − 1 > 0
)
. Тогда, в силу неравенства Бернулли (1 + α)n ≥ 1 +

nα (n = 1, 2 . . . ), имеем

0 ≤ |qn| = |q|n =
1

(1 + α)n
≤ 1

1 + nα
≤ 1

nα
.

Полагая an = 0, cn = 1
nα , bn = |qn| (n = 1, 2, . . . ), и учитывая, что

limn→∞ an = limn→∞ cn = 0, из теоремы о трех пределах получаем, что
limn→∞ |qn| = 0, а из замечания к теореме 3 следует, что и limn→∞ qn = 0.

2.1.3 Предельный переход и арифметические операции

Теорема 7. Пусть limn→∞ xn = a, limn→∞ yn = b. Тогда

1) lim
n→∞ (xn + yn) = a + b;

2) lim
n→∞xnyn = ab;

3) если yn �= 0 (n = 1, 2, . . . ), b �= 0, то lim
n→∞

xn

yn
=

a

b
.

Доказательство. 1) Зададим ε > 0 и найдем номера N1 и N2, такие,
что |xn − a| < ε/2 (n ≥ N1) и |yn − b| < ε/2 (n ≥ N2). Положим N =

max (N1, N2). Тогда для n ≥ N будем иметь a− ε
2 < xn < a+ ε

2 , b− ε
2 < yn <

b+ ε
2 . Складывая эти два неравенства, получим a+b−ε < xn+yn < a+b+ε,

или |(xn + yn) − (a + b)| < ε (n ≥ N).
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2) Воспользуемся тем, что сходящаяся последовательность ограниче-
на. Тогда найдется такое A > 0, что |xn| ≤ A для всех n ∈ N. Будем
использовать неравенство

|xnyn − ab| ≤ |xnyn − xnb| + |xnb − ab| = |xn| |yn − b| + |b| |xn − a| . (2.1)

Зададим ε > 0 и найдем номер N2, такой, что |yn − b| < ε
2A для всех

n ≥ N2. Если b = 0, то второе слагаемое справа в (2.1) равно нулю, в
этом случае полагаем N1 = 1. Если же b �= 0, то найдем такой номер N1,
что для всех n ≥ N1 справедливо неравенство |xn − a| < ε

2|b| . Положим
N = max (N1, N2). Тогда для n ≥ N , в силу (1), будем иметь

|xnyn − ab| ≤ ε

2
+

ε

2
= ε,

и тем самым доказано утверждение 2).
3) Достаточно показать, что limn→∞ 1

yn
= 1

b , а затем применить 2).
Имеем ∣∣∣∣ 1

yn
− 1

b

∣∣∣∣ =
|yn − b|
|yn| |b| .

Поскольку, в силу теоремы 3, limn→∞ |yn| = |b|, то для ε′ = |b|
2 > 0

найдем такой номер N1, что для всех n ≥ N1 справедливо неравенство
| |yn| − |b| | < ε′ = |b|

2 , т. е.
|b|
2 < |yn| < 3|b|

2 . Поэтому для n ≥ N1 получим∣∣∣∣ 1
yn

− 1
b

∣∣∣∣ ≤ |yn − b|
1
2 |b|2

.

Зададим теперь ε > 0 и найдем номер N2, такой, что при всех n ≥ N2

справедливо неравенство |yn − b| < |b|2
2 ε. Положим N = max (N1, N2).

Тогда для n ≥ N будем иметь∣∣∣∣ 1
yn

− 1
b

∣∣∣∣ < ε,

а это и означает, что limn→∞ 1
yn

= 1
b .

В частном случае yn = b (n = 1, 2, . . . ) утверждение 2) теоремы 7
принимает такой вид:

lim
n→∞ bxn = b lim

n→∞xn.
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Это означает, что постоянный множитель можно выносить за знак пре-
дела.

Пример 7. Докажем, что limn→∞ n
√

a = 1 при любом a > 0.
При a = 1 это равенство очевидно. Пусть a > 1. Обозначим αn = n

√
a−

1 > 0. Тогда, в силу неравенства Бернулли, имеем a = (1 + αn)n ≥ 1+nαn,
откуда 0 ≤ αn ≤ a−1

n , т. е.

0 ≤ n
√

a − 1 ≤ a − 1
n

.

Так как limn→∞ a−1
n = 0, то, по теореме о трех пределах, будем иметь

limn→∞ ( n
√

a − 1) = 0. Отсюда следут, что

lim
n→∞

n
√

a = lim
n→∞

(
n
√

a − 1
)

+ lim
n→∞ 1 = 1.

В случае 0 < a < 1 обозначим b = 1
a > 1. Как уже доказано ранее,

limn→∞
n
√

b = 1. Поэтому, в силу п. 3) теоремы 7, получим

lim
n→∞

n
√

a = lim
n→∞

n

√
1
b

= lim
n→∞

1
n
√

b
=

limn→∞ 1
limn→∞

n
√

b
=

1
1

= 1.

Пример 8. Докажем, что limn→∞ n
√

n = 1.
Обозначим αn = n

√
n − 1 ≥ 0. Тогда при n ≥ 2 получим

n = (1 + αn)n =
n∑

k=0

Ck
nαk

n ≥ C2
nα2

n =
1
2
n(n − 1)α2

n,

откуда αn ≤
√

2
n−1 . Если мы докажем, что limn→∞

√
2

n−1 = 0, то из

неравенства 0 ≤ αn ≤
√

2
n−1 , в силу теоремы о трех пределах, получим,

что limn→∞ αn = 0 и, следовательно,

lim
n→∞

n
√

n = lim
n→∞

(
n
√

n − 1
)

+ lim
n→∞ 1 = 0 + 1 = 1.

Итак, остается показать, что limn→∞
√

2
n−1 = 0. Зададим ε > 0. Тогда√

2
n−1 < ε, если только n > 2

ε2 + 1. Полагая N =
[

2
ε2

]
+ 2, согласно

определению предела, получаем требуемое равенство.
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2.2 Бесконечно малые и бесконечно большие
последовательности

Определение. Последовательность {xn} называется бесконечно ма-
лой, если limn→∞ xn = 0.

Легко видеть, что последовательность {xn} сходится к числу a тогда
и только тогда, когда последовательность αn = xn − a бесконечно малая.
Используя это, можно дать следующее равносильное определение пре-
дела.

Определение.Число a называется пределом последовательности {xn},
если последовательность {xn − a} бесконечно малая.

Следует, однако, понимать, что при таком определении предела нужно
отдельно определять понятие бесконечно малой последовательности, а
именно, бесконечно малой называть такую последовательность {xn}, что
для любого ε > 0 найдется номер N = N(ε) ∈ N, такой, что при любом
n ≥ N справедливо неравенство |xn| < ε.

Теорема (свойства бесконечно малых последовательностей).
1). Сумма и произведение конечного числа бесконечно малых последо-

вательностей являются бесконечно малыми последовательностями.
2). Произведение бесконечно малой последовательности на ограничен-

ную является бесконечно малой последовательностью.
Доказательство. Свойство 1) следует из арифметических свойств

пределов (теорема 7).
Докажем 2). Пусть {αn} – бесконечно малая, а {xn} ограниченная по-

следовательности. Обозначим βn = αnxn. Поскольку {xn} ограничена, то
существует такое A > 0, что |xn| ≤ A при любом n ∈ N. Зададим ε > 0

и, пользуясь тем, что {αn} бесконечно малая, найдем такой номер N , что
при всех n ≥ N справедливо неравенство |αn| < ε

A . Тогда для n ≥ N полу-
чим |βn| = |αn| |xn| ≤ A |αn| < ε, а это и означает, что последовательность
{βn} бесконечно малая.
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Бесконечно большие последовательности. Выше мы показали,
что каждая сходящаяся последовательность ограничена. Иначе говоря,
всякая неограниченная последовательность расходится. Мы выделим не-
которые специальные классы неограниченных последовательностей.

Определение. Говорят, что последовательность {xn} стремится к
+∞, если для любого действительного числа M найдется номер N , зави-
сящий, вообще говоря, от M , такой, что для всех n ≥ N справедливо нера-
венство xn > M . В этом случае пишут limn→∞ xn = +∞, или xn → +∞
при n → ∞.

Говорят, что последовательность {xn} стремится к −∞, если для лю-
бого действительного числа M найдется номер N , зависящий, вообще го-
воря, от M , такой, что для всех n ≥ N справедливо неравенство xn < −M .
В этом случае пишут limn→∞ xn = −∞, или xn → −∞ при n → ∞.

Последовательность {xn} называется бесконечно большой, если мо-
дули ее элементов стремятся к +∞ (limn→∞ |xn| = +∞), т. е. если для
любого M найдется номер N , такой, что для всех n ≥ N справедливо
неравенство |xn| > M . Обозначают это так: limn→∞ xn = ∞, или xn → ∞
при n → ∞.

Ясно, что каждое из условий limn→∞ xn = +∞, или limn→∞ xn = −∞
влечет limn→∞ xn = ∞. Обратное неверно. Например, последователь-
ность xn = (−1)nn стремится к ∞, но не стремится ни к +∞, ни к −∞.

Напомним, что неограниченная последовательность {xn} – это такая,
что для любого M найдется такой номер n, что |xn| > M . Ясно, что каж-
дая бесконечно большая последовательность неограничена, но обратное
неверно. Например, последовательность xn = n(−1)n

неограничена, но не
является бесконечно большой.

Связь между бесконечно большими и бесконечно малыми последова-
тельностями устанавливает следующее

Утверждение. Пусть xn �= 0 (n = 1, 2, . . . ). Тогда последователь-
ность {xn} бесконечно большая в том и только в том случае, когда
последовательность αn = 1

xn
бесконечно малая.
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Доказательство этого утверждения сразу следует из эквивалентно-
сти двух следующих неравенств: |αn| < ε и |xn| =

∣∣∣ 1
αn

∣∣∣ > 1
ε . Например,

если {xn} – бесконечно большая, то для заданного ε > 0 найдем такой
номер N , что для всех n ≥ N справедливо неравенство |xn| > 1

ε . Тогда
для n ≥ N будем иметь |αn| =

∣∣∣ 1
xn

∣∣∣ < ε, а это и означает, что последова-
тельность {αn} бесконечно малая.

Доказательство обратного утверждения аналогично.

Некоторые виды неопределенностей. Пусть xn → +∞, yn →
+∞. Тогда легко убедиться в том, что xn + yn → +∞ и xnyn → +∞.
Однако, об xn − yn ничего определенного сказать нельзя. Так, например,
если xn = n2 → +∞, yn = n → +∞, то xn − yn = n2 − n ≥ n (n ≥ 2)

и xn − yn → +∞. Для xn = n, yn = n2 имеем xn − yn = n − n2 ≤ −n

и xn − yn → −∞. Если же xn = n → +∞, yn = n + (−1)n → +∞, то
последовательность xn − yn = (−1)n+1 не имеет предела.

Говорят, что разность двух стремящихся к +∞ последовательностей
составляет неопределенность вида [(+∞)− (+∞)]. Другой вид неопреде-
ленности

[∞
∞
]
– отношение двух стремящихся к ∞ последовательностей,

т. е. xn

yn
, где xn → ∞, yn → ∞. В самом деле, для xn = n2, yn = n име-

ем xn

yn
= n → ∞, yn

xn
= 1

n → 0. Если же xn = (2 + (−1)n) n, yn = n, то
отношение xn

yn
= 2 + (−1)n, очевидно, не имеет предела.

Так как обратная к бесконечно большой является бесконечно малой
последовательностью, то получаем еще такие виды неопределенностей:
[0 · ∞] =

[
1
∞ · ∞]

=
[∞
∞
]

=
[
0
0

]
. Приведите соответствующие примеры.

2.3 Лемма Кантора о вложенных отрезках

Эта лемма играет чрезвычайно важную роль в анализе. Ее доказатель-
ство основано на применении теоремы о существовании верхней грани,
которое, в свою очередь, базируется на аксиоме полноты множества дей-
ствительных чисел. По сути дела, эта лемма эквивалентна аксиоме пол-
ноты. Это означает, что при аксиоматическом определении системы дей-
ствительных чисел вместо аксиомы полноты можно было бы постулиро-
вать справедливость леммы Кантора.
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Лемма Кантора (о вложенных отрезках). Пусть последователь-
ность отрезков In (n = 1, 2, . . . ) такова, что In+1 ⊂ In (n = 1, 2, . . . ).
Тогда существует точка c, принадлежащая всем отрезкам In. Если до-
полнительно предположить, что длины |In| отрезков In стремятся к
нулю при n → ∞, то такая точка c единственная.

Доказательство. Пусть In = [an, bn]. Покажем, что для любых m,n

справедливо неравенство an ≤ bm. В самом деле, если an > bm, то отсюда
следует, что отрезки [an, bn] и [am, bm] не имеют общих точек, что невоз-
можно, т. к. по условию леммы отрезок с большим номером содержится
в отрезке с меньшим номером.

Обозначим через E множество всех левых концов отрезков In, т. е.
E = {a1, a2, . . . }. Как только что показано, это множество E ограниче-
но сверху, например, числом b1. Обозначим c = supE. Из определения
верхней грани следует, что для всех n = 1, 2, . . . справедливо неравенство
an ≤ c. С другой стороны, при любом n ∈ N имеем c ≤ bn, поскольку
каждое bn, как показано выше, является верхней границей множества E,
а c – наименьшая из всех верхних границ множества E.

Итак, для любого n ∈ N справедливо неравенство an ≤ c ≤ bn, а это и
означает, что c ∈ In.

Предположим теперь, что длины отрезков In стремятся к нулю, и до-
кажем, что полученная точка c единственна. В самом деле, если пред-
положим, что существуют две различные точки c′ < c′′, принадлежащие
всем отрезкам In, то получим an ≤ c′ < c′′ ≤ bn (n = 1, 2, . . . ). Отсюда
следует, что bn − an ≥ c′′ − c′ > 0, а это противоречит тому, что длины
bn − an отрезков In стремятся к нулю.

Замечание 1. Если в условии леммы Кантора длины отрезков не
стремятся к нулю, то легко показать, что целый отрезок [c, c′], где c =

sup {a1, a2, . . . } , c′ = inf {b1, b2, . . . }, содержится в каждом In.

Замечание 2. Лемма Кантора теряет силу, если в ее формулировке
отрезки заменить интервалами. В самом деле, легко видеть, что последо-
вательность вложенных друг в друга интервалов

(
0, 1

n

)
не имеет общих

точек, поскольку ∩∞
n=1

(
0, 1

n

)
= ∅.
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2.4 Подпоследовательности.
Лемма Больцано – Вейерштрасса

Пусть задана последовательность {xn}. Если мы выберем из нее неко-
торые члены (бесконечно много в порядке возрастания номеров), то по-
лучим подпоследовательность последовательности {xn}. Именно, зада-
дим строго возрастающую последовательность номеров nk (k = 1, 2, . . . ).
Тогда последовательность {xnk

}∞k=1 называется подпоследовательностью
последовательности {xn}. Подпоследовательность xnk

является функци-
ей натурального аргумента k, т. е. каждому натуральному k ставится
в соответствие элемент xnk

последовательности {xn}. Например, если
xn = 1+(−1)n

2 , т. е. исходная последовательность 0, 1, 0, 1, . . . , то выби-
рая nk = 2k, т. е. выбирая все элементы последовательности с четными
номерами, получим подпоследовательность x2k = 1 (k = 1, 2, . . . ).

Ранее было показано, что каждая сходящаяся последовательность огра-
ничена. Обратное утверждение, вообще говоря, неверно, из ограничен-
ности последовательности не следует ее сходимость. Так, рассмотрен-
ная только что последовательность xn = 1+(−1)n

2 , очевидно, ограниче-
на (|xn| ≤ 1, n = 1, 2, . . . ), но она не является сходящейся. Вместе с тем
из этой последовательности мы выделили подпоследовательность x2k =

1 (k = 1, 2, . . . ) – стационарную и, следовательно, сходящуюся. Оказыва-
ется, что это можно сделать для любой ограниченной последовательно-
сти.

Лемма Больцано – Вейерштрасса. Из любой ограниченной после-
довательности можно выделить сходящуюся подпоследовательность.

Доказательство этой леммы основано на последовательном делении
отрезка пополам и применении леммы Кантора о вложенных отрезках.

Итак, пусть {xn} – ограниченная последовательность. Тогда существу-
ют числа a и b, такие, что a ≤ xn ≤ b (n = 1, 2, . . . ). Разделим отрезок
[a, b] пополам точкой c, т. е. положим c = a+b

2 . Тогда хотя бы один из
полученных отрезков [a, c] и [c, b] будет содержать бесконечно много эле-
ментов последовательности. Выберем тот из отрезков [a, c] или [c, b], ко-
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торый содержит бесконечно много элементов последовательности {xn}, и
обозначим его [a1, b1]. Теперь разделим пополам отрезок [a1, b1] и выберем
из двух полученных отрезков такой [a2, b2], который содержит бесконечно
много элементов последовательности {xn}. Продолжая этот процесс, по-
лучим последовательность отрезков Ik = [ak, bk], вложенных друг в друга
(Ik+1 ⊂ Ik), длины которых bk − ak = b−a

2k → 0 (k → ∞) и в каждом Ik со-
держится бесконечно много элементов последовательности {xn}. В силу
леммы Кантора о вложенных отрезках, существует единственная точка
α, принадлежащая всем отрезкам Ik (k = 1, 2, . . . ).

Теперь построим подпоследовательность последовательности {xn}, схо-
дящуюся к α. Выберем в качестве xn1 любой элемент последовательности
{xn}, содержащийся в I1. Он существует, так как в I1 содержится беско-
нечно много элементов {xn}. Далее, так как в I2 = [a2, b2] содержится
бесконечно много элементов последовательности {xn}, то в I2 найдется
элемент последовательности {xn}, номер которого n2 больше, чем n1. Это
будет второй элемент нашей подпоследовательности xn2 . Если уже выбра-
ны номера n1 < n2 < · · · < nk, такие, что xni ∈ Ii = [ai, bi], то, поскольку
в отрезке Ik+1 = [ak+1, bk+1] содержится бесконечно много элементов по-
следовательности {xn}, в Ik+1 найдется такой элемент xnk+1 ∈ Ik+1, что
nk+1 > nk.

По индукции мы построили подпоследовательность {xnk
}∞k=1. Пока-

жем, что limk→∞ xnk
= α. Для k = 1, 2, . . . имеем ak ≤ xnk

≤ bk и
ak ≤ α ≤ bk. Отсюда получаем 0 ≤ |xnk

− α| ≤ bk − ak. Но, посколь-
ку bk − ak → 0 (k → ∞), то по теореме о трех пределах получаем, что
|xnk

− α| → 0 (k → ∞), а значит, xnk
→ α (k → ∞).

2.5 Критерий Коши

Если для исследования сходимости последовательности применять опре-
деление предела, то мы заранее должны знать, является ли данная после-
довательность сходящейся и значение ее предела. Используя определение
предела, мы можем лишь доказывать выдвинутую гипотезу. Однако в ря-
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де случаев по самому виду последовательности трудно определить, явля-
ется ли она сходящейся или расходящейся. Например, xn = 1+ 1

2 + · · ·+ 1
n ,

yn = 1 + 1
22 + · · · + 1

n2 . В связи с этим возникает необходимость найти
внутреннее свойство последовательности, равносильное сходимости и не
зависящее от числа a – предела последовательности. Мы докажем, что
таким свойством является фундаментальность.

Определение. Последовательность {xn} называется фундаменталь-
ной (сходящейся в себе), если для любого ε > 0 найдется такой номер N ,
зависящий, вообще говоря, от ε, что для всех номеров n ≥ N, m ≥ N

справедливо неравенство |xn − xm| < ε.

Существенное отличие определения фундаментальности от определе-
ния предела состоит в том, что в определении предела мы должны знать
значение предела, а в определении фундаментальности это не требует-
ся. Смысл определения предела состоит в том, что все элементы по-
следовательности с достаточно большими номерами мало отличаются от
значения предела, т. е. |xn − a| < ε при n ≥ N = N(ε). В определе-
нии фундаментальности требуется чтобы все элементы последовательно-
сти с достаточно большими номерами мало отличались друг от друга
(|xn − xm| < ε, n,m ≥ N = N(ε)).

Равносильность сходимости последовательности и ее фундаменталь-
ности устанавливает следующая теорема.

Теорема (критерий Коши). Для того чтобы последовательность
была сходящейся, необходимо и достаточно, чтобы она была фундамен-
тальной.

Доказательство. Необходимость доказывается совсем просто.
В самом деле, нужно показать, что из сходимости следует фундаменталь-
ность. Пусть последовательность {xn} сходится и limn→∞ xn = a. Зада-
дим ε > 0 и найдем номер N , такой, что для любого n ≥ N справедливо
неравенство |xn − a| < ε

2 . Если n,m ≥ N , то получим

|xn − xm| ≤ |xn − a| + |xm − a| <
ε

2
+

ε

2
= ε,

а это и означает, что {xn} – фундаментальна.
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Достаточность. Нужно показать, что из фундаментальности после-
довательности следует ее сходимость. Сначала мы покажем, что из фун-
даментальности следует ограниченность. Затем, используя лемму Боль-
цано – Вейерштрасса, из ограниченной последовательности выделим схо-
дящуюся подпоследовательность и, наконец, снова используя фундамен-
тальность, покажем, что и вся последовательность сходится к тому же
пределу, что и выделенная подпоследовательность.

Итак, пусть {xn} – фундаментальная последовательность. Докажем ее
ограниченность. Зададим ε = 1 и, пользуясь фундаментальностью, най-
дем номер N1, такой, что для любых n,m ≥ N1 справедливо неравенство
|xn − xm| < 1. Зафиксируем m = N1. Тогда получим, что для всех n ≥ N1

имеет место неравенство |xn − xN1 | < 1, т. е. xN1 − 1 < xn < xN1 + 1.
Отсюда следует, что |xn| ≤ |xN1 | + 1 для всех n ≥ N1. Во множестве
E = {|xN1 | + 1, |x1| , . . . , |xN1−1|}, состоящего из конечного числа элемен-
тов, выберем наибольший A = max {|xN1 | + 1, |x1| , . . . , |xN1−1|}. Тогда по-
лучим, что |xn| ≤ A для всех n = 1, 2, . . . , а это и означает, что {xn} –
ограниченная последовательность.

Применяя теперь к ограниченной последовательности {xn} лемму
Больцано – Вейерштрасса, выделим из нее сходящуюся подпоследова-
тельность {xnk

}∞k=1 и обозначим через a предел этой подпоследовательно-
сти. Покажем, что вся последовательность {xn} также сходится к числу
a, т. е. что limn→∞ xn = a.

Зададим ε > 0 и, пользуясь фундаментальностью последовательности
{xn}, найдем такой номер N , что для всех номеров n,m ≥ N справедливо
неравенство |xn − xm| < ε

2 . Далее, пользуясь тем, что limk→∞ xnk
= a, для

заданного ε найдем номер k, такой, что nk ≥ N (это возможно, поскольку
nk → ∞ при k → ∞) и |xnk

− a| < ε
2 . Положим m = nk. Тогда получим,

что для любого n ≥ N справедливо неравенство |xn − xnk
| < ε

2 . Отсюда
следует, что для n ≥ N

|xn − a| ≤ |xn − xnk
| + |xnk

− a| <
ε

2
+

ε

2
= ε.

Итак, для заданного ε > 0 мы нашли номер N , начиная с которого спра-
ведливо неравенство |xn − a| < ε. Поскольку выбранное ε > 0 произ-
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вольно, то по определению предела последовательности получаем, что
limn→∞ xn = a.

Определение фундаментальности последовательности можно сформу-
лировать в такой эквивалентной форме.

Определение. Последовательность {xn} называется фундаменталь-
ной, если для любого ε > 0 найдется такой номер N , зависящий, вообще
говоря, от ε, что для любого n ≥ N и для любого p ∈ N справедливо
неравенство |xn+p − xn| < ε.

Пользуясь этим определением, скажем, что последовательность {xn}
не является фундаментальной, если найдется такое ε0 > 0, что для любого
N существуют такой номер n ≥ N и такое натуральное число p, что
|xn+p − xn| ≥ ε0.

Пример 1. Рассмотрим последовательность xn = 1+ 1
2 + · · ·+ 1

n . Для
натуральных n и p имеем xn+p −xn = 1

n+1 + · · ·+ 1
n+p ≥ 1

n+p + · · ·+ 1
n+p =

p
n+p . Если n зафиксировано, то для p = n получаем |xn+p − xn| ≥ 1

2 . Вы-
берем ε0 = 1

2 > 0. Тогда для любого номера N положим n = N , p = n

и будем иметь |xn+p − xn| ≥ ε0. Это означает, что данная последователь-
ность не является фундаментальной и, следовательно, в силу критерия
Коши, она расходится.

Пример 2. Покажем, что последовательность xn = sin 1
12 + sin 2

22 +

· · ·+ sin n
n2 фундаментальна, а значит, сходящаяся. Для натуральных n и p

имеем
|xn+p − xn| ≤ 1

(n + 1)2
+ · · · + 1

(n + p)2
≤

≤ 1
n(n + 1)

+· · ·+ 1
(n + p − 1)(n + p)

=
1
n
− 1

n + 1
+· · ·+ 1

n + p − 1
− 1

n + p
=

=
1
n
− 1

n + p
≤ 1

n
< ε,

если только n ≥ N ≡ [
1
ε

]
+ 1. Этим самым доказано, что данная последо-

вательность фундаментальна.
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Упражнение. Покажите, что условие limn→∞ (xn+p − xn) = 0, спра-
ведливое при любом натуральном p, не влечет фундаментальность после-
довательности {xn}.

2.6 Монотонные последовательности. Число e

Определение. Последовательность {xn} называется неубывающей
(возрастающей), если xn+1 ≥ xn для любого n ∈ N. Если xn+1 > xn (n ∈
N), то такая последовательность называется строго возрастающей. Если
xn+1 ≤ xn (n ∈ N), то такая последовательность называется невозраста-
ющей (убывающей), а если xn+1 < xn, то последовательность называется
строго убывающей. Последовательность называется монотонной, если она
либо невозрастающая, либо неубывающая, и строго монотонной, если она
либо строго возрастает, либо строго убывает.

Теорема. Пусть последовательность {xn} монотонно возрастает.
Тогда

1) если {xn} ограничена сверху, то она сходится;
2) если {xn} неограничена сверху, то limn→∞ xn = +∞.
Доказательство. Ограниченность сверху данной последовательно-

сти {xn} означает, что ограничено сверху множество E = {xn, n ∈ N}.
Обозначим c = supE и покажем, что c = limn→∞ xn. Так как c = supE,
то для каждого n справедливо неравенство xn ≤ c, и для любого ε > 0

найдется такой номер N , что xN > c − ε. Но из монотонности последова-
тельности {xn} следует, что для любого n ≥ N также будет справедливо
неравенство xn > c − ε. Итак, c − ε < xn ≤ c < c + ε при любом n ≥ N ,
т. е. |xn − c| < ε, а это и означает, что limn→∞ xn = c.

Если последовательность {xn} неограничена сверху, то для любого M

найдется такой номер N , что xN > M . Но из монотонности последова-
тельности {xn} следует, что xn > M при любом n ≥ N . Это и означает,
что limn→∞ xn = +∞.
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Из этой теоремы мгновенно вытекает
Теорема (критерий сходимости монотонно возрастающей по-

следовательности). Монотонно возрастающая последовательность
сходится тогда и только тогда, когда она ограничена сверху.

Аналогично предыдущей доказывается следующая

Теорема. Пусть {xn} монотонно убывающая последовательность.
Тогда

1) если {xn} ограничена снизу, то она сходится;
2) если {xn} неограничена снизу, то limn→∞ xn = −∞.
Как и выше, отсюда вытекает

Теорема (критерий сходимости монотонно убывающей после-
довательности).Монотонно убывающая последовательность сходится
тогда и только тогда, когда она ограничена снизу.

Ясно, что возрастающая последовательность ограничена снизу (на-
пример, первым элементом последовательности), а убывающая последо-
вательность ограничена сверху. Поэтому предыдущие утверждения мож-
но объединить в виде следующей теоремы.

Теорема (критерий сходимости монотонной последовательно-
сти).Монотонная последовательность сходится тогда и только тогда,
когда она ограничена.

Замечание. Без предположения монотонности эта теорема теряет си-
лу. В самом деле, последовательность xn = (−1)n ограничена, но, как
было показано выше, расходится. Это оказалось возможным потому, что
данная последовательность не является монотонной.

Как критерий Коши, так и критерий сходимости монотонной последо-
вательности, позволяют доказывать сходимость последовательности, но
не дают способов нахождения предела. На практике часто можно об-
легчить нахождение предела, зная лишь о его существовании и исполь-
зуя свойства сходящихся последовательностей. Продемонстрируем это на
примере.
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Пример 1. Пусть xn = n
2n . Покажем, что эта последовательность

убывающая. Имеем

xn+1

xn
=

n + 1
2n+1

2n

n
=

n + 1
2n

≤ 1,

откуда, учитывая, что xn > 0, следует xn+1 ≤ xn. Кроме того, так как
xn > 0, то эта последовательность ограничена снизу. По теореме су-
ществования предела монотонной и ограниченной последовательности,
данная последовательность имеет предел a = limn→∞ n

2n . Но тогда и
limn→∞ xn+1 = a, а по теореме о пределе произведения

a = lim
n→∞xn+1 = lim

n→∞
n + 1
2n+1

= lim
n→∞

n + 1
n

2n

2n+1

n

2n
=

=
1
2

lim
n→∞

n + 1
n

· lim
n→∞

n

2n
=

1
2
a.

Теперь из равенства a = 1
2a следует, что a = 0, т. е. limn→∞ n

2n = 0.

Следует обратить особое внимание на то, что подобные рассуждения
справедливы лишь при условии, что существует a = limn→∞ xn. Если это
условие не выполнено, то можно получить неверный результат. Именно,
если xn = (−1)n, то xn+1 = (−1)n+1 = −xn, откуда a = limn→∞ xn+1 =

− limn→∞ xn = −a. Из этого равенства получим, что a = 0. Но этот вывод
неверный, т. к. наши рассуждения были проведены в предположении, что
последовательность (−1)n сходится, что, как известно, неверно.

Пример 2. Пусть a > 0, xn+1 = 1
2

(
xn + a

xn

)
, где в качестве x1 мож-

но взять любое положительное число. Если мы покажем, что существует
положительный предел этой последовательности c = limn→∞ xn > 0, то,
исходя из арифметических свойств пределов, получим c = 1

2

(
c + a

c

)
, от-

куда 2c2 = c2 + a, т. е. c2 = a. Учитывая, что c > 0, имеем c =
√

a.

Итак, осталось показать, что данная последовательность имеет поло-
жительный предел. Так как x1 > 0, то x2 > 0, а значит, x3 > 0 и т. д.
По индукции получаем, что все xn > 0. Это, в частности, означает, что
данная последовательность определена корректно. Докажем более точное
неравенство – оценку снизу для xn. Для этого перепишем данное рекур-
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рентное равенство, определяющее последовательность, в таком виде:

xn+1 =
√

a
1
2

(
xn√

a
+

√
a

xn

)
.

Но поскольку для любого y > 0 справедливо неравенство y + 1
y ≥ 2 (оно

равносильно тому, что (y − 1)2 ≥ 0), то имеем

xn+1 =
√

a
1
2

(
xn√

a
+

√
a

xn

)
≥ √

a, n = 1, 2, . . .

Теперь, учитывая, что xn ≥ √
a, n = 2, 3, . . . , получим

xn+1

xn
=

1
2

(
1 +

a

x2
n

)
≤ 1

2

(
1 +

a

(
√

a)2

)
= 1, n = 2, 3, . . . ,

так что xn+1 ≤ xn, n = 2, 3, . . . , т. е. данная последовательность убываю-
щая, начиная со второго номера. Выше было показано, что она ограниче-
на снизу числом

√
a. По теореме о сходимости монотонной и ограниченной

последовательности получаем, что существует c = limn→∞ xn, и, т. к. все
xn ≥ √

a, то и c = limn→∞ xn ≥ √
a > 0.

Замечание. В рассмотренном примере последовательность {xn} опре-
делена рекуррентно равенством xn+1 = f (xn), где функция f обладает
тем свойством, что

lim
n→∞ f (xn) = f

(
lim

n→∞xn

)
.

Тогда для нахождения предела c такой последовательности нам нужно
было решить уравнение c = f(c). Этот стандартный прием удобен для
вычисления пределов последовательностей, заданных рекуррентно. Од-
нако следует помнить, что прежде чем использовать этот прием, нужно
доказать само существование предела. Если этого не сделать, то можно
получить неверный результат.

Число e.

Теорема. Последовательность xn =
(
1 + 1

n

)n сходится.
Доказательство. Достаточно показать, что xn возрастает и ограни-

чена сверху. По формуле бинома Ньютона

xn =
(

1 +
1
n

)n

=
n∑

k=0

Ck
n

1
nk

= C0
n+C1

n

1
n

+C2
n

1
n2

+· · ·+Cn−1
n

1
nn−1

+Cn
n

1
nn

=
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=
n!

0!n!
+

n!
1!(n − 1)!

1
n

+
n!

2!(n − 2)!
1
n2

+ · · · + n!
(n − 1)!1!

1
nn−1

+
n!

n!0!
1
nn

=

= 1 + 1 +
1
2!

(
1 − 1

n

)
+

1
3!

(
1 − 1

n

)(
1 − 2

n

)
+ · · ·+

+
1

(n − 1)!

(
1 − 1

n

)(
1 − 2

n

)
. . .

(
1 − n − 2

n

)
+

+
1
n!

(
1 − 1

n

)(
1 − 2

n

)
. . .

(
1 − n − 1

n

)
.

Если мы теперь вместо n подставим n+1, то количество слагаемых справа
увеличится на одно положительное, и в каждом слагаемом все выражения
в скобках также увеличатся. В самом деле, 1− k

n ≤ 1− k
n+1 , 1 ≤ k ≤ n−1,

а учитывая, что все слагаемые положительные, получим, что xn+1 ≥ xn.
Таким образом, последовательность возрастающая.

Для доказательства ограниченности сверху воспользуемся тем, что
каждое выражение в скобках не превосходит 1. Тогда получим

xn ≤ 1 + 1 +
1
2!

+
1
3!

+ · · · + 1
n!

≤ 1 + 1 +
1
2

+
1

2 · 2 + · · · + 1
2n−1

=

= 1 +
(

1 +
1
2

+
1
22

+ · · · + 1
2n−1

)
= 1 +

(
1

1 − 1
2

− 1/2n

1 − 1
2

)
≤ 1 + 2 = 3.

Итак, мы показали, что данная последовательность возрастающая и огра-
ничена сверху. По теореме о сходимости монотонной и ограниченной по-
следовательности получаем, что она сходится.

Обозначим
lim

n→∞

(
1 +

1
n

)n

= e.

Из доказательства теоремы видно, что e ≤ 3. Приближенное значение
этого числа равно e ≈ 2, 718281828 . . . .

Теорема (другое представление числа e). Пусть последователь-
ность yn = 1 + 1

1! + 1
2! + · · · + 1

n! . Тогда limn→∞ yn = e.
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Доказательство. Для доказательства запишем представление xn =(
1 + 1

n

)n, которое мы получили при доказательстве предыдущей теоремы

xn =
(

1 +
1
n

)n

= 1 + 1 +
1
2!

(
1 − 1

n

)
+

1
3!

(
1 − 1

n

)(
1 − 2

n

)
+ · · ·+

+
1
n!

(
1 − 1

n

)(
1 − 2

n

)
. . .

(
1 − n − 1

n

)
≤ 1 +

1
1!

+
1
2!

+ · · · + 1
n!

= yn.

Если мы еще покажем, что yn ≤ e, то, по теореме о трех пределах, из
неравенства xn ≤ yn ≤ e получим утверждение нашей теоремы.

Зафиксируем k и пусть n > k. Тогда

xn = 1 + 1 +
1
2!

(
1 − 1

n

)
+ · · · + 1

k!

(
1 − 1

n

)(
1 − 2

n

)
. . .

(
1 − k − 1

n

)
+

+ · · · + 1
n!

(
1 − 1

n

)(
1 − 2

n

)
. . .

(
1 − n − 1

n

)
>

> 1 + 1 +
1
2!

(
1 − 1

n

)
+ · · · + 1

k!

(
1 − 1

n

)(
1 − 2

n

)
. . .

(
1 − k − 1

n

)
.

Поскольку k фиксировано, а n > k, то в полученном неравенстве можем
перейти к пределу при n → ∞. Левая часть при этом стремится к e, а
правая – к yk. Поэтому получаем

e = lim
n→∞xn ≥

≥ lim
n→∞

[
1 + 1 +

1
2!

(
1 − 1

n

)
+ · · · + 1

k!

(
1 − 1

n

)
. . .

(
1 − k − 1

n

)]
= yk,

т. е. при любом натуральном k справедливо неравенство yk ≤ e.

Используя эту теорему, нетрудно доказать, что число e иррациональ-
но. Мы этого делать не будем.
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2.7 Частичные пределы. Верхний и нижний
пределы

Предложение 1. Пусть {xn} – сходящаяся последовательность и
limn→∞ xn = a. Тогда любая подпоследовательность {xnk

} сходится и
limk→∞ xnk

= a.
Доказательство. Зададим ε > 0 и найдем такой номер N , что для

всех n ≥ N справедливо неравенство |xn − a| < ε. Поскольку limk→∞ nk =

+∞, то для найденного N найдется такое K, что при всех k ≥ K спра-
ведливо неравенство nk ≥ N . Но тогда и |xnk

− a| < ε. Таким образом,
для заданного ε > 0 мы нашли номер K, такой, что при всех k ≥ K спра-
ведливо неравенство |xnk

− a| < ε. Это и означает, что limk→∞ xnk
= a.

Подобным образом легко можно доказать следующее

Предложение 2. Если limn→∞ xn = +∞, то для любой подпоследо-
вательности {xnk

} limk→∞ xnk
= +∞. Если же limn→∞ xn = −∞, то

для любой подпоследовательности {xnk
} limk→∞ xnk

= −∞.
Итак, если последовательность сходится к некоторому пределу, то и

любая ее подпоследовательность сходится к тому же пределу. Обратное
утверждение очевидно, т. к. сама последовательность является одной из
своих подпоследовательностей (полагаем nk = k).

Ранее мы уже приводили примеры расходящихся последовательно-
стей, у которых существуют сходящиеся подпоследовательности. Напом-
ним также лемму Больцано – Вейерштрасса, согласно которой из лю-
бой ограниченной последовательности {xn} можно выделить сходящуюся
подпоследовательность {xnk

}. Число c = limk→∞ xnk
называют частич-

ным пределом последовательности {xn}.
Определение 1. Число c называется частичным пределом последо-

вательности {xn}, если существует подпоследовательность {xnk
} после-

довательности {xn}, сходящаяся к c.
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Из доказанного выше предложения 1 следует, что у каждой сходя-
щейся последовательности существует единственный конечный частич-
ный предел (т. к. каждая подпоследовательность сходится к пределу по-
следовательности). Если же последовательность расходится, то у нее мо-
жет быть несколько различных частичных пределов. Например, после-
довательность xn = (−1)n имеет два различных частичных предела 1 =

limk→∞ x2k и −1 = limk→∞ x2k+1.
Расширим понятие частичного предела. Будем говорить, что последо-

вательность {xn} имеет частичным пределом +∞, если существует под-
последовательность {xnk

}, такая, что limk→∞ xnk
= +∞. Если же суще-

ствует подпоследовательность {xnk
}, такая, что limk→∞ xnk

= −∞, то го-
ворят, что −∞ является частичным пределом последовательности {xn}.
Например, для последовательности xn = (−1)nn частичными пределами
являются +∞ и −∞, поскольку

lim
k→∞

x2k = lim
k→∞

(−1)2k2k = lim
k→∞

2k = +∞,

lim
k→∞

x2k+1 = lim
k→∞

(−1)2k+1(2k + 1) = lim
k→∞

(−2k − 1) = −∞.

Дадим еще одно определение частичного предела последовательности.

Определение 2. Число a (+∞ или −∞) называются частичными
пределами последовательности {xn}, если в любой окрестности a (+∞
или −∞) найдутся элементы последовательности {xn} со сколь угодно
большими номерами.

В кванторах это определение можно записать так:
для конечного a : ∀ε > 0 ∀N ∃n ≥ N : |xn − a| < ε;

для a = +∞ : ∀M ∀N ∃n ≥ N : xn > M ;

для a = −∞ : ∀M ∀N ∃n ≥ N : xn < −M.

Полезно сравнить это определение с определением предела (конечного и
бесконечного), а также с определением неограниченных сверху и снизу
последовательностей.

Доказательство эквивалентности определений 1 и 2. Пусть
конечное число a является частичным пределом последовательности {xn}
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в смысле определения 1. Тогда найдется подпоследовательность {xnk
},

стремящаяся к a. Зададим ε > 0 и найдем такое K, что при любом k ≥
K справедливо неравенство |xnk

− a| < ε. Пусть произвольное N ∈ N.
Так как limk→∞ nk = +∞, то найдется k ≥ K, такое, что nk ≥ N . Но
поскольку k ≥ K, то |xnk

− a| < ε. Итак, для заданных ε > 0 и N ∈ N

найдется номер n ≥ N (n = nk, k ≥ K), такой, что |xn − a| < ε, т. е. число
a является частичным пределом в смысле определения 2.

Обратно, пусть a – частичный предел в смысле определения 2. За-
дадим ε = 1, N = 1 и найдем такое n1, что |xn1 − a| < 1. Далее, за-
дадим ε = 1

2 , N = n1 + 1 и найдем n2 ≥ N , такое, что |xn2 − a| < 1
2 .

Ясно, что n2 > n1. Если выбраны элементы xn1 , . . . , xnk−1 , то задавая
ε = 1

k , N = nk−1 + 1, найдем nk ≥ N , такое, что |xnk
− a| < 1

k . Ясно, что
nk > nk−1. По индукции построили подпоследовательность {xnk

}, такую,
что |xnk

− a| < 1
k . Отсюда следует, что limk→∞ xnk

= a.
Покажем, что определения 1 и 2 эквивалентны для случая a = +∞.

Пусть существует такая подпоследовательность {xnk
} последовательно-

сти {xn}, что limk→∞ xnk
= +∞, т. е. пусть +∞ является частичным

пределом в смысле определения 1. Зададим M и найдем такое K, что
при всех k ≥ K справедливо неравенство xnk

> M . Зададим N ∈ N. Так
как limk→∞ nk = +∞, то найдется k ≥ K, такое, что nk ≥ N . Но тогда
получим, что xnk

> M . Окончательно, для заданных M и N мы нашли
такое n ≥ N , что xn > M , а это и означает, что +∞ является частичным
пределом в смысле определения 2.

Обратно, пусть +∞ является частичным пределом в смысле опреде-
ления 2. Для M = 1 и N = 1 найдем n1 ≥ 1, такое, что xn1 > 1. Для
M = 2 и N = n1 + 1 найдем n2 ≥ N , такое, что xn2 > 2. Продолжая этот
процесс, найдем подпоследовательность xnk

, такую, что xnk
> k. Отсюда

следует, что limk→∞ xnk
= +∞, т. е. +∞ является частичным пределом

последовательности {xn} в смысле определения 1.
Эквивалентность определений 1 и 2 для случая a = −∞ рекомендуется

доказать самостоятельно.
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Лемма 1. Если последовательность {xn} неограничена сверху, то
+∞ является ее частичным пределом.

Доказательство. По условию, для любого M найдется такой но-
мер n, что xn > M . Зададим M = 1 и найдем такое n1, что xn1 >

1. Зададим M = max (x1, . . . , xn1) + 2 и найдем номер n2, такой, что
xn2 > M . Ясно, что n2 > n1. Если выбраны xn1 , . . . , xnk−1 , то положим
M = max

(
x1, . . . , xnk−1

)
+ k и найдем nk > nk−1, такое, что xnk

> M . По
индукции построим подпоследовательность {xnk

}, причем в силу самого
построения xnk

> k, k = 1, 2 . . . . Отсюда следует, что limk→∞ xnk
= +∞,

т. е. +∞ – частичный предел последовательности {xn}.
Аналогично доказывается, что для неограниченной снизу последова-

тельности −∞ является ее частичным пределом.
Пусть теперь {xn} – произвольная последовательность. Если она огра-

ничена, то, в силу леммы Больцано – Вейерштрасса, существует сходя-
щаяся подпоследовательность. Это означает, что {xn} имеет конечный
частичный предел. Если же {xn} неограничена, то она неограничена ли-
бо сверху, либо снизу. В первом случае ее частичным пределом будет +∞,
а во втором −∞. Таким образом, мы доказали следующее

Утверждение. Каждая последовательность имеет хотя бы один
частичный предел (быть может, равный +∞ или −∞).

Для того чтобы определить понятие верхнего и нижнего предела по-
следовательности, нам понадобится следующее расширение множества
действительных чисел:

R = R ∪ {−∞,+∞} .

Будем считать, что для любого x ∈ R справедливо неравенство −∞ <

x < +∞. Если множество E ⊂ R содержит +∞, то элемент +∞ счита-
ется наибольшим в E. Если же −∞ ∈ E, то −∞ считается наименьшим
элементом в E.

Мы показали, что у каждой последовательности {xn} существует ча-
стичный предел, принадлежащий R. Другими словами, множество E ⊂ R

частичных пределов произвольной последовательности {xn} непусто.
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Определение. Верхним пределом последовательности {xn} называ-
ется верхняя грань множества всех ее частичных пределов и обозначает-
ся limn→∞xn (или lim supn→∞ xn). Нижним пределом последовательности
{xn} называется нижняя грань множества всех ее частичных пределов и
обозначается limn→∞xn (или lim infn→∞ xn).

Замечание. Следует отличать понятия верхнего и нижнего преде-
лов последовательности от понятий верхней и нижней граней множе-
ства значений последовательности. Так, например, у последовательно-
сти xn = (−1)n

n множество ее значений E1 =
{

(−1)n

n , n = 1, 2, . . .
}
имеет

наибольший элемент x2 = 1
2 и наименьший элемент x1 = −1. Поэтому

supE1 = 1
2 и inf E1 = −1. Вместе с тем множество частичных пределов

E2 этой последовательности состоит из одного элемента E2 = {0} (т. к.
{xn} сходится). Поэтому limn→∞xn = limn→∞xn = 0.

Выше отмечалось, что для любой последовательности множество ее
частичных пределов в R непусто. Следовательно, у любой последователь-
ности существует верхний и нижний пределы.

Пример 1. Пусть xn = sin πn
4 . Это – такая последовательность:

√
2

2
, 1,

√
2

2
, 0, −

√
2

2
, −1, −

√
2

2
, 0,

√
2

2
, . . .

Множество E ее частичных пределов равно E =
{√

2
2 ,−

√
2

2 , 0, 1,−1
}
. Ни-

какое другое число не является частичным пределом данной последова-
тельности. В самом деле, если a /∈ E, то существует такая ε-окрестность
точки a, в которой нет ни одного элемента последовательности, а зна-
чит, число a не может быть частичным пределом. Итак, limn→∞xn =

1, limn→∞xn = −1.

Пример 2. Пусть xn = −n. Тогда limn→∞ xn = −∞ и, следовательно,
любая подпоследовательность последовательности {xn} также стремится
к −∞. Значит, limn→∞xn = limn→∞xn = −∞.

Пример 3. Пусть xn = n(−1)n

. Одна из подпоследовательностей x2k =

2k стремится к +∞, а другая – x2k+1 = 1
2k+1 – стремится к нулю. Если
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же мы возьмем какую-нибудь подпоследовательность, содержащую бес-
конечно много четных и бесконечно много нечетных элементов, то такая
подпоследовательность не будет иметь предела. Значит, у данной последо-
вательности существует лишь два частичных предела: +∞ и 0. Поэтому
limn→∞xn = +∞, limn→∞xn = 0. По-другому, если a /∈ {0,+∞}, то су-
ществует такая окрестность точки a, в которой содержится не более чем
конечное множество элементов последовательности {xn}. Это означает,
что если a /∈ {0,+∞}, то a не является частичным пределом последова-
тельности {xn}.

Теорема 1. Для любой последовательности {xn} ее верхний предел
является частичным пределом.

Доказательство. Если {xn} неограничена сверху, то, согласно лем-
ме 1, существует подпоследовательность {xnk

}, стремящаяся к +∞. Это
означает, что +∞ является частичным пределом и, очевидно, наиболь-
шим. Поэтому +∞ в этом случае, будучи верхним пределом, является и
частичным пределом.

Предположим теперь, что {xn} ограничена сверху. Возможны следу-
ющие два случая.

1). У {xn} существует ограниченная снизу подпоследовательность.

2). У {xn} не существует ограниченной снизу подпоследовательности.

Во втором случае у {xn} нет конечного частичного предела. В са-
мом деле, если бы он был, то была бы сходящаяся подпоследовательность
{xnk

}. Но из сходимости {xnk
} следует ее ограниченность, что противо-

речит условию второго случая. Таким образом, во втором случае един-
ственным частичным пределом последовательности {xn} является −∞,
т. е. limn→∞xn = −∞. Но так как −∞ – единственный частичный пре-
дел, то и limn→∞xn = −∞.

Осталось рассмотреть первый случай. В этом случае существует огра-
ниченная снизу, а значит, ограниченная подпоследовательность. По лемме
Больцано – Вейерштрасса, из нее можно извлечь сходящуюся подпосле-
довательность, и поэтому исходная последовательность имеет конечный
частичный предел. Обозначим x = limn→∞xn. Так как {xn} ограничена
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сверху, то x < +∞, а поскольку у {xn} существует хотя бы один конечный
частичный предел, то x > −∞.

Зададим ε > 0. Так как x = limn→∞xn, то существует такой x > x− ε,
что x является частичным пределом последовательности {xn}, причем
x ≤ x. Зададим ε1 = x − (x − ε) > 0 и произвольное натуральное N . Так
как x – частичный предел, то существует такое n ≥ N , что |xn − x| < ε1.
Но тогда справедливо неравенство |xn − x| < ε. Итак, для произвольного
ε > 0 и для любого N ∈ N найдется n ≥ N , такое, что |xn − x| < ε.
По определению 2 частичного предела, это и означает, что x является
частичным пределом последовательности {xn}.

Аналогично можно доказать следующее утверждение.

Теорема 2. Для любой последовательности {xn} ее нижний предел
является частичным пределом.

Теорема 3. Последовательность {xn} имеет конечный или беско-
нечный предел a тогда и только тогда, когда

limn→∞xn = limn→∞xn = a. (2.2)

Доказательство. Необходимость. Пусть limn→∞ xn = a. Тогда
из предложений 1 и 2 следует, что любая подпоследовательность {xnk

}
сходится к a, а значит, множество частичных пределов состоит из един-
ственной точки a. Таким образом, наибольший и наименьший частичные
пределы также равны a, и поэтому имеет место равенство (2.2).

Достаточность. Пусть выполнено равенство (2.2). Рассмотрим слу-
чай −∞ < a < +∞. Для доказательства утверждения докажем следую-
щие два свойства верхнего x и нижнего x пределов последовательности
{xn}.

1. Для любого ε > 0 существует такое N , что при всех n ≥ N справед-
ливо неравенство xn < x + ε.

2. Для любого ε > 0 существует такое N , что при всех n ≥ N справед-
ливо неравенство xn > x − ε.

Докажем 1. Предположим противное, т. е. пусть найдется такое ε0 > 0,
что для любого N существует n ≥ N , такое, что xn ≥ x + ε0. Зададим
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N = 1 и найдем такое n1 ≥ N , что xn1 ≥ x + ε0. Зададим N = n1 + 1 и
найдем такое n2 ≥ N , что xn2 ≥ x+ε0. По индукции построим подпоследо-
вательность {xnk

} последовательности {xn}, такую, что xnk
≥ x+ε0 (k =

1, 2, . . . ). Эта подпоследовательность имеет хотя бы один частичный пре-
дел α, причем α ≥ x+ ε0. Тогда α является также и частичным пределом
последовательности {xn}, а это противоречит тому, что x = limn→∞xn –
наибольший из всех частичных пределов последовательности {xn}.

Свойство 2 нижнего предела доказывается аналогично, и мы опускаем
его доказательство.

В нашем случае x = x = a. Зададим ε > 0 и найдем такое N1, что для
всех n ≥ N1 справедливо неравенство xn < a + ε. Далее, найдем такое
N2, что для всех n ≥ N2 справедливо неравенство xn > a − ε. Положим
N = max (N1, N2). Тогда для всех n ≥ N будет выполнено неравенство
a − ε < xn < a + ε, т. е. |xn − a| < ε. Это и означает, что limn→∞ xn = a.

Теперь рассмотрим случай a = +∞. В этом случае множество всех
частичных пределов состоит из единственного элемента +∞. Докажем,
что limn→∞ xn = +∞, т. е. что для любого M найдется такое N , что при
всех n ≥ N справедливо неравенство xn > M .

Предположим противное. Пусть существует такое M , что для всех N

найдется такое n ≥ N , что xn ≤ M . Зададим N = 1 и найдем такое
n1 ≥ N , что xn1 ≤ M . Зададим N = n1 + 1 и найдем такое n2 ≥ N ,
что xn2 ≤ M . Продолжая этот процесс, получим подпоследовательность
{xnk

} последовательности {xn}, такую, что xnk
≤ M (k = 1, 2, . . . ). Эта

подпоследовательность имеет хотя бы один частичный предел α ≤ M ,
т. е. существует

{
xnks

}
, сходящаяся к α. Но

{
xnks

}
является также под-

последовательностью последовательности {xn}. Это означает, что число
α ≤ M является частичным пределом последовательности {xn}, что про-
тиворечит тому, что limn→∞xn = +∞.

Случай a = −∞ рассматривается аналогично.

Итак, теорема 3 дает необходимое и достаточное условие существова-
ния предела последовательности (быть может, равного +∞ или −∞). От-
сюда получаем, что если limn→∞xn < limn→∞xn, то последовательность
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не имеет предела (даже равного +∞ или −∞). Это утверждение может
быть применено на практике для доказательства расходимости последо-
вательности. Именно, если из заданной последовательности {xn} оказы-
вается возможным выделить две подпоследовательности {xnk

} и {xmk
},

сходящиеся к различным пределам, то исходная последовательность {xn}
не является сходящейся. Например, пусть xn = (−1)n. Выделим две под-
последовательности: x2k = 1 и x2k+1 = −1. Они сходятся к различным
пределам, и поэтому исходная последовательность xn расходится. Для
другого рассмотренного выше примера последовательности yn = n(−1)n

имеем y2k = 2k → +∞ и y2k+1 = 1
2k+1 → 0. Значит, последовательность

{yn} расходится. Наконец, если zn = n
n+1 cos πn

4 , то z8k = 8k
8k+1 → 1 и

z8k+4 = − 8k+4
8k+5 → −1. Следовательно, последовательность {zn} расходя-

щаяся.
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3.1 Понятие функции

Пусть X и Y – произвольные множества. Отображение множества X во
множество Y называется функцией, заданной на X со значениями во мно-
жестве Y . Другими словами, если каждому элементу x множества X по-
ставлен в соответствие некоторый единственный элемент y множества Y ,
то говорят, что на множестве X задана функция со значениями в Y . Обо-
значается y = f(x), f : X → Y , или x → f(x).

Множество X называют областью определения функции f . Если x ∈
X, то f(x) называют значением функции f в точке x. Множество всех
значений функции f называется областью значений функции f . Область
значений содержится во множестве Y , но не обязана совпадать с Y . На-
пример, если функция f : R → R задана равенством f(x) = x

x2+1 , то
область ее значений

[− 1
2 , 1

2

]
содержится в R, но не совпадает с R. Множе-

ство значений называют также образом множества X при отображении
f и обозначают f(X). Пусть x ∈ X, y = f(x) ∈ Y . Тогда y называют
образом элемента x, а x – прообразом элемента y.

В определении функции множества X и Y произвольные. Так, по-
следовательность также является функцией, определенной на множестве
натуральных чисел N и действующая в R. Это можно записать так: xn =

f(n), n ∈ N. Другой пример получим, если взять в качестве X совокуп-
ность всех числовых последовательностей, а Y = R. Тогда на X мож-
но определить функцию следующим образом. Каждой последовательно-
сти x ∈ X поставим в соответствие ее верхний предел, т. е. y = f(x) =

limn→∞xn, где x = {xn}∞n=1. Пусть R2 – совокупность всех упорядоченных
пар действительных чисел. Определим функцию f : R → R2, действу-
ющую по такому правилу f(x) = (sinx, cos x). Множество всех значений
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такой функции можно изобразить на плоскости в виде окружности с цен-
тром в начале координат радиуса 1. Другую функцию f : R2 → R

можно, например, определить равенством f (x1, x2) = x1 + x2.

Мы определили функции, которые называют однозначными. Этим
подчеркивается тот факт, что каждому элементу x ∈ X соответствует
единственный элемент из множества Y . Под функцией мы всегда будем
понимать однозначную функцию, т. е. такую, что условие f (x1) �= f (x2)

влечет x1 �= x2. Обратная импликация справедлива не для каждой функ-
ции. Например, если f(x) = x2, x ∈ R, то f(1) = f(−1) = 1.

Определение. Функция f : X → Y называется взаимно однознач-
ной, если для любых x1, x2 ∈ X из условия x1 �= x2 вытекает f (x1) �=
f (x2).

Например, рассмотренная нами функция f(x) = x2, x ∈ R не является
взаимно однозначной. Если же рассмотреть другую функцию
f : [0,+∞) → R, действующую по правилу f(x) = x2, то такая функция
будет взаимно однозначной. Это вытекает из теоремы о существовании и
единственности корня. Иначе говоря, взаимно однозначная функция – это
такая функция, для которой у каждого образа существует единственный
прообраз.

3.1.1 Эквивалентные множества

Пусть заданы два множества – X и Y . Эти множества называются экви-
валентными, если существует взаимно однозначная функция f : X → Y ,
такая, что f(X) = Y . Говорят, что в этом случае между множествами X и
Y можно установить взаимно однозначное соответствие. Обозначают это
так: X ∼ Y . Если X ∼ Y , то множества X и Y называют равномощными.
Отметим основные свойства равномощных множеств.

1) Из X ∼ Y следует Y ∼ X (симметричность).

2) Для любого множества X справедливо X ∼ X (рефлексивность).

3) Если X ∼ Y и Y ∼ Z, то X ∼ Z (транзитивность).
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Пример 1. Множества X = {1, 2, 3} и Y = {2, 3, 4} эквивалентны,
т. к. между их элементами можно установить взаимно однозначное соот-
ветствие, например, по такому правилу: f(x) = x + 1, x ∈ X. Ясно, что
такое соответствие не единственно.

Пример 2. Множества {1, 2, 3} и {2, 3} не эквивалентны т. к. не мо-
жет каждый элемент множества {2, 3} иметь единственный прообраз во
множестве {1, 2, 3} при каком-либо отображении первого множества на
второе, т. е. не существует взаимно однозначного отображения одного из
этих множеств на другое.

Пример 3. Множества N и Z эквивалентны. Взаимно однозначное
отображение множества N на Z можно установить, например, по такому
правилу: 1 → 0, 2 → 1, 3 → −1, 4 → 2, 5 → −2 и т. д.

Определения. Для n ∈ N будем обозначать Kn = {1, 2, . . . , n}.
1. Множество A называется конечным, если оно эквивалентно неко-

торому Kn. Поскольку Kn �∼ Km при n �= m, то натуральное число n в
определении конечного множества определяется однозначно. Это число n

называется количеством элементов во множестве A.
2. Непустое множество A называется бесконечным, если оно не эк-

вивалентно никакому из Kn. Другими словами, непустое множество A

бесконечно, если оно не является конечным.
3. Множество A называется счетным, если A ∼ N.
4. Множество A называется несчетным, если A бесконечно и не явля-

ется счетным.

Если множество A счетно, то между его элементами и элементами
множества N можно установить взаимно однозначное соответствие, или,
иначе говоря, все элементы множества A можно занумеровать, т. е. рас-
положить в последовательность.

Теорема 1. Множество Q всех рациональных чисел счетно.
Доказательство. Множество Q рациональных чисел это – совокуп-

ность всех чисел вида p
q , где p – целое, а q – натуральное. Разместим все

рациональные числа в виде матрицы, помещая в одну строку все несо-
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кратимые дроби с фиксированным знаменателем:
q = 1 : 0

1 → 1
1

−1
1 → 2

1
−2
1 . . .

↙ ↗ ↙ ↗
q = 2 : 1

2
−1
2

3
2

−3
2

5
2 . . .

↓ ↗ ↙ ↗ ↙
q = 3 : 1

3
−1
3

2
3

−2
3

4
3 . . .

↙ ↗ ↙ ↗
q = 4 : 1

4
−1
4

3
4

−3
4

5
4 . . .

↓ ↗ ↙ ↗ ↙
q = 5 : 1

5
−1
5

2
5

−2
5

3
5 . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Пример расположения всех чисел в последовательность указан в самой
матрице. Этим самым установлено, что Q ∼ N, и теорема доказана.

Другое доказательство. Занумеруем сначала множество Q+ всех
положительных рациональных чисел. Для этого каждое число r ∈ Q+

представим в виде r = p
q , где

p
q – несократимая дробь. Высотой чис-

ла r назовем p + q. Тогда, очевидно, для каждого натурального n ≥ 2

существует лишь конечное число дробей высоты n. В самом деле, это бу-
дет множество чисел

{
1

n−1 , 2
n−2 , 3

n−3 , . . . , n−1
1

}
, из которого удалены все

сократимые дроби. Теперь множество всех элементов из Q+ легко распо-
ложить в последовательность следующим образом: сначала запишем все
дроби высоты 2, затем все дроби высоты 3 и т. д. Получим последователь-
ность r1, r2, . . . , в которой содержатся все положительные рациональные
числа. Теперь уже и все элементы множества Q можно расположить в по-
следовательность, например, следующим образом: 0, r1,−r1, r2,−r2, . . . .

Итак, мы показали, что множество всех рациональных чисел счетно.

Теорема 2. Множество всех действительных чисел R несчетно.

Доказательство. Достаточно показать, что отрезок [0, 1] не явля-
ется счетным. В самом деле, если бы множество R было бы счетным,
то перебирая последовательно один за другим занумерованные элементы
множества R и оставляя лишь те, которые содержатся в [0, 1], мы полу-
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чили бы, что и [0, 1] счетен.

Итак, докажем, что [0, 1] несчетен. Предположим противное. Пусть
x1, x2, . . . – занумерованные все точки отрезка [0, 1]. Разобьем [0, 1] на
три отрезка равной длины и в качестве I1 выберем тот из них, который
не содержит x1. Далее, разобьем I1 на три равных по длине отрезка и
выберем такой из них, который не содержит x2. Продолжая этот процесс,
получим последовательность вложенных друг в друга отрезков In длины
|In| = 3−n, таких, что In не содержит точек x1, . . . , xn. По лемме Кантора,
последовательность In имеет единственную общую точку x. Эта точка x

не может совпасть с какой-либо точкой xn0 . В самом деле, если x = xn0 ,
то x не принадлежал бы In0 , а x принадлежит всем отрезкам In.

Полученное противоречие доказывает теорему.

Следствие. Множество всех иррациональных чисел несчетно.

Доказательство. Если бы множество R \ Q оказалось счетным, то,
объединяя его со счетным множеством Q, мы получили бы, что и множе-
ство R счетно.

Итак, мы показали, что множество R существенно "богаче", нежели
Q. Все элементы множества R, в отличие от Q, нельзя занумеровать. Вме-
сте с тем каждый элемент множества R может быть представлен в виде
предела последовательности элементов из Q. Это свойство называется
свойством плотности множества Q во множестве R.

Теорема 3. Для каждого действительного числа x существует по-
следовательность рациональных чисел {rn}, сходящаяся к x.

Доказательство. Используем следствие из принципа Архимеда, со-
гласно которому в каждом интервале (a, b) существует рациональное чис-
ло r, т. е. такое, что a < r < b.

Пусть x ∈ R. Зададим ε = 1 и найдем рациональное число r1, такое,
что x < r1 < x + 1. Для ε = 1

2 найдем рациональное число r2, такое, что
x < r2 < x + 1

2 . Продолжая этот процесс, построим последовательность
рациональных чисел rn, такую, что x < rn < x + 1

n , n = 1, 2, . . . . Отсюда
следует, что rn → x (n → ∞).
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Замечание. При доказательстве теоремы 3 мы построили последова-
тельность рациональных чисел, сходящуюся к заданному действительно-
му x, таких, что rn > x (n = 1, 2, . . . ). Легко видеть, что числа rn мож-
но выбрать так, чтобы полученная последовательность {rn} была строго
убывающей. Также легко можно построить строго возрастающую после-
довательность рациональных чисел, стремящуюся к заданному действи-
тельному числу x.

3.2 Предел функции и его элементарные
свойства

Будем рассматривать функции f : X → R, где X ⊂ R. Окрестностью
радиуса δ > 0 (или δ-окрестностью) точки a ∈ R мы называли множество
таких x ∈ R, что a − δ < x < a + δ, или, что то же самое, |x − a| < δ.
Проколотой δ-окрестностью точки a называем δ-окрестность точки a ∈
R, из которой удалена сама точка a. Другими словами, проколотая δ-
окрестность точки a – это множество всех точек x ∈ R, таких, что a− δ <

x < a или a < x < a + δ. Это можно записать так: 0 < |x − a| < δ.

Определение предела функции по Коши. Пусть функция f опре-
делена в некоторой проколотой окрестности точки a. Число A называется
пределом функции f в точке a, если для любого ε > 0 найдется такое
δ > 0, зависящее, вообще говоря, от ε, что для всех x, удовлетворяющих
условию 0 < |x − a| < δ, справедливо неравенство |f(x) − A| < ε. Если
число A является пределом функции x в точке a, то говорят, что функция
f стремится к A при x, стремящемся к a, и пишут: limx→a f(x) = A, или
f(x) → A при x → a.

Пример 1. Пусть f(x) = x · sin 1
x , x �= 0, a = 0. Данная функ-

ция определена в проколотой окрестности точки a = 0. Покажем, что
limx→0 f(x) = 0. Зададим ε > 0. Тогда для x �= 0 неравенство

|f(x) − 0| =
∣∣∣∣x · sin 1

x

∣∣∣∣ ≤ |x| < ε
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справедливо, если только 0 < |x − 0| = |x| < δ, где в качестве δ мы
выбираем ε, т. е. δ = ε. Так как ε > 0 произвольно, то для любого ε > 0

найдется такое δ (δ = ε), что для всех x, удовлетворяющих условию 0 <

|x − 0| < δ, справедливо неравенство
∣∣x · sin 1

x − 0
∣∣ < ε. По определению,

это и означает, что limx→0 x · sin 1
x = 0.

Пример 2. Пусть

f(x) = signx =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1, x > 0,

0, x = 0,

−1, x < 0.

Покажем, что функция f не имеет предела в точке a = 0, т. е. для любого
A ∈ R найдется такое ε0 > 0, что для каждого δ > 0, найдется такое x,
удовлетворяющее условию 0 < |x − 0| < δ, при котором |f(x) − A| ≥ ε0.

Пусть A ∈ R. Покажем, что ε0 = 1 обладает требуемым свойством.
В самом деле, зададим произвольное δ > 0. Если A ≥ 0, то выберем
такое x, что −δ < x < 0, например, x = − δ

2 . Тогда 0 < |x − 0| < δ, и
|f(x) − A| = | − 1 − A| = 1 + A ≥ 1 = ε0. Если же A < 0, то выберем
такое x, что 0 < x < δ, например, x = δ

2 . Тогда снова получим, что
0 < |x − 0| < δ, и |f(x) − A| = |1 − A| = 1 − A ≥ 1 = ε0. Итак, никакое
A ∈ R не является пределом функции f(x) = signx в точке a = 0.

Замечание 1. В определении предела мы предполагаем, что функция
f определена в проколотой окрестности точки a. Может оказаться, что в
самой точке a функция f также определена. Однако значение функции
f в этой точке a совершенно не оказывает влияния на предел функции
в этой точке, т. к. в определении предела мы рассматриваем лишь те
значения x, которые отличны от a.

Пример 3. Пусть

f(x) = | signx| =

{
1, x �= 0,

0, x = 0.

Покажем, что limx→0 f(x) = 1. Действительно, зададим ε > 0 и в каче-
стве δ выберем любое положительное число, например, δ = 1. Тогда из
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неравенства 0 < |x − 0| = |x| < δ вытекает |f(x) − 1| = |1 − 1| = 0 < ε.
Следует обратить внимание на то, что неравенство |f(x) − 1| < ε может
и не выполняться при x = 0 (оно действительно не выполняется, если
ε ≤ 1). Но мы и не требуем, чтобы оно выполнялось при x = 0, т. к.
рассматриваются лишь такие значения x, для которых |x| > 0.

Пример 4. Докажем, что limx→1
x2−1
x−1 = 2. В самом деле, если x �= 1,

то x2−1
x−1 = x+ 1, и тогда |f(x)− 2| = |(x+ 1)− 2| = |x− 1| < ε, если только

0 < |x − 1| < δ, где δ = ε.

Замечание 2. Определение предела носит локальный характер. Это
означает, что существование предела и его величина зависят лишь от зна-
чений, принимаемых функцией в достаточно малой проколотой окрестно-
сти точки a. Другими словами, если мы изменим функцию вне некоторой
проколотой окрестности точки a, то это никак не скажется на существо-
вании предела и его величине.

Пример 5. Докажем, что limx→a
√

x =
√

a при любом a > 0.

Зададим ε > 0. Тогда для x > 0 неравенство

∣∣√x −√
a
∣∣ =

|x − a|√
x +

√
a
≤ 1√

a
|x − a| < ε

будет иметь место, если только 0 < |x − a| <
√

a · ε = δ.

Теорема 1 (единственность предела). Если функция f имеет пре-
дел в точке a, то он единственный.

Доказательство. Пусть limx→a f(x) = A и limx→a f(x) = B. Зада-
дим ε > 0 и найдем δ1 > 0, такое, что из неравенства 0 < |x − a| < δ1

следует |f(x) − A| < ε
2 . Далее, найдем δ2 > 0, такое, что из неравенства

0 < |x−a| < δ2 следует |f(x)−B| < ε
2 . Положим δ = min (δ1, δ2) и выберем

такое x, что 0 < |x − a| < δ. Тогда

|B − A| ≤ |f(x) − A| + |f(x) − B| <
ε

2
+

ε

2
= ε.

Поскольку ε > 0 произвольное и |B − A| < ε, то это означает, что A = B.
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Локальная ограниченность функции, имеющей предел. Функ-
ция f называется ограниченной сверху (снизу) на множестве E, если су-
ществует такое число M (m), что для всех x ∈ E справедливо неравенство
f(x) ≤ M (f(x) ≥ m). Функция f называется ограниченной на множестве
E, если она ограничена на этом множестве сверху и снизу.

Другое эквивалентное определение ограниченности функции можно
дать, используя понятие модуля. Именно, функция f называется огра-
ниченной на множестве E, если существует такое число A, что для всех
x ∈ E справедливо неравенство |f(x)| ≤ A.

Доказательство равносильности этих двух определений ограниченно-
сти элементарно и мы его опускаем.

Выше мы установили, что сходящаяся последовательность ограниче-
на. Рассмотрим аналогичный вопрос для функций. Именно, следует ли
из существования предела функции ее ограниченность? Отрицательный
ответ на этот вопрос дает, например, функция f(x) = 1

x , 0 < x < +∞.
Действительно, легко видеть, что функция f неограничена на (0,+∞). В
то же время limx→1

1
x = 1. В самом деле,∣∣∣∣ 1x − 1

∣∣∣∣ =
|x − 1|

x
≤ 2|x − 1| < ε,

если только |x − 1| < δ = min
{

1
2 , ε

2

}
. Тем не менее, справедлива

Теорема 2. Пусть функция f определена в проколотой окрестно-
сти U точки a и имеет предел в этой точке. Тогда существует такая
проколотая окрестность V ⊂ U , на которой функция f ограничена.

Доказательство. Пусть limx→a f(x) = A. Зададим ε = 1 и най-
дем такое δ > 0, что для всех x ∈ U , удовлетворяющих условию 0 <

|x − a| < δ, справедливо неравенство |f(x) − A| < 1. Обозначим V =

U ∩ {x : 0 < |x − a| < δ}. Тогда для всех x ∈ V справедливо неравенство
|f(x)| ≤ |f(x) − A| + |A| ≤ |A| + 1, которое и означает, что функция f

ограничена на V .

Определение предела функции по Гейне.Мы хотим связать опре-
деления предела функции и предела последовательности. Пусть функция
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f определена в некоторой проколотой окрестности U точки a. Возьмем
произвольную последовательность аргументов {xn}∞n=1, т. е. xn ∈ U (xn �=
a, n = 1, 2, . . . ). Эта последовательность аргументов порождает последо-
вательность значений функции f в точках xn, т. е. мы получаем последо-
вательность {f (xn)}∞n=1.

Определение. Пусть функция f определена в проколотой окрест-
ности U точки a. Число A называется пределом функции f в точке a,
если каждая последовательность аргументов {xn}, стремящаяся к a (т. е.
xn ∈ U, xn �= a, n = 1, 2, . . . ), порождает соответствующую последова-
тельность значений функции {f (xn)}, стремящуюся к A.

Итак, мы имеем два определения предела функции: по Коши и по
Гейне. Покажем, что эти определения эквивалентны.

Доказательство эквивалентности двух определений предела

функции в точке. Пусть limx→a f(x) = A в смысле определения по
Коши. Возьмем произвольную последовательность {xn} , xn → a (n →
∞), xn �= a и покажем, что f (xn) → A (n → ∞). Зададим ε > 0 и найдем
δ > 0, такое, что из неравенства 0 < |x − a| < δ следует |f(x) − A| < ε.
Пользуясь тем, что xn → a (n → ∞), для найденного δ найдем номер N ,
такой, что при каждом n ≥ N справедливо неравенство |xn − a| < δ. Но
тогда при каждом n ≥ N будет выполнено неравенство |f(xn) − a| < ε.
Итак, для заданного ε > 0 найдется такой номер N , что для всех n ≥ N

справедливо неравенство |f (xn) − A| < ε. Так как ε > 0 произвольно, то
это означает, что limn→∞ f (xn) = A.

Обратно, пусть число A является пределом функции f при x → a в
смысле Гейне, т. е. для любой последовательности {xn} (xn → a, xn �= a)

соответствующая последовательность значений функции {f (xn)} стре-
мится к A. Предположим, что A не является пределом функции f в точке
a в смысле Коши. Это означает, что найдется такое ε0 > 0, что для любого
δ > 0 существует такое x, что 0 < |x− a| < δ, но |f(x) − A| ≥ ε0. Возьмем
δ = 1 и найдем такое x1, что 0 < |x1 − a| < 1 и |f (x1) − A| ≥ ε0. Далее, для
δ = 1

2 найдем такое x2, что 0 < |x2 − a| < 1
2 и |f (x2) − A| ≥ ε0. Полагая
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δ = 1
n , найдем такое xn, что 0 < |xn − a| < 1

n и |f (xn) − A| ≥ ε0. В резуль-
тате получим последовательность {xn}. Из условия |xn − a| < 1

n следует,
что xn → a (n → ∞), а поскольку |xn − a| > 0, то xn �= a (n = 1, 2, . . . ).
Кроме того, |f (xn) − A| ≥ ε0. Это неравенство означает, что {f (xn)} не
стремится к A. Окончательно, мы построили такую последовательность
аргументов {xn} , xn → a, xn �= a, что соответствующая последователь-
ность значений функции {f (xn)} не стремится к A. Это противоречит
условию.

Итак, мы показали, что определения предела по Коши и по Гейне экви-
валентны. Часто на практике определение предела по Гейне используется
для доказательства того, что у функции нет предела в точке a. Имен-
но, отрицание определения предела в смысле Гейне выглядит следующим
образом.

Число A не является пределом функции f в точке a, если существует
последовательность аргументов {xn} (xn → a, xn �= a), такая, что f (xn)

не стремится к A.

Предположим, что найдется такая последовательность аргументов,
что соответствующая последовательность значений функции {f (xn)} рас-
ходится. Тогда ясно, что никакое число не является пределом функции f

в точке a, т. е. f не имеет предела при x → a. Итак, для того чтобы по-
казать, что функция f не имеет предела в точке a, достаточно построить
последовательность {xn} (xn → a, xn �= a), такую, что {f (xn)} не имеет
предела.

Упражнение. Доказать, что справедливо и обратное утверждение.
Именно, если функция f не имеет предела в точке a, то существует такая
последовательность {xn} (xn → a, xn �= a), что {f (xn)} расходится.

Пример. Пусть f(x) = sin 1
x (x �= 0). Выберем две последователь-

ности x′
k = 1

2πk и x′′
k = 1

2π(k+1/4) (k = 1, 2, . . . ). Тогда x′
k → 0, x′′

k →
0 (k → ∞) и f (x′

k) = 0, f (x′′
k) = 1. Составим последовательность аргу-

ментов x′
1, x

′′
1 , x′

2, x
′′
2 , . . . . Тогда соответствующая им последовательность

значений функции будет иметь вид 0, 1, 0, 1, . . . , которая, очевидно, рас-
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ходится. Итак, мы построили стремящуюся к нулю последовательность
отличных от нуля аргументов, такую, что соответствующая последова-
тельность значений функции не имеет предела. Значит, на основании
определения предела функции, функция f(x) = sin 1

x не имеет предела
при x → 0.

Идея решения этого примера часто используется и при решении дру-
гих задач. Именно, для того чтобы показать, что функция f не имеет
предела при x → a, достаточно построить две последовательности {x′

n}
и {x′′

n}, стремящиеся к a (x′
n �= a, x′′

n �= a), такие, что {f (x′
n)} и {f (x′′

n)}
сходятся к различным пределам (или хотя бы одна из них расходится).
Тогда для последовательности аргументов x′

1, x
′′
1 , x′

2, x
′′
2 , . . . соответствую-

щая последовательность значений функции f (x′
1) , f (x′′

1) , f (x′
2) , f (x′′

2) , . . .

будет расходящейся, так как у нее есть два различных частичных преде-
ла (не выполнено условие критерия сходимости в терминах верхнего и
нижнего пределов последовательности).

Теорема (арифметические свойства пределов). Пусть функции
f и g заданы в проколотой окрестности U точки a, limx→a f(x) = A и
limx→a g(x) = B. Тогда

1) limx→a(f(x) + g(x)) = A + B;

2) limx→a(f(x) · g(x)) = A · B;
3) если g(x) �= 0 (x ∈ U) и B �= 0, то limx→a

f(x)
g(x) = A

B .

Доказательство. Эта теорема мгновенно может быть получена как
следствие соответствующей теоремы об арифметических свойствах пре-
делов последовательностей. Достаточно применить определение предела
в смысле Гейне.

Теорема (предельный переход и неравенства). Пусть функции
f и g заданы в проколотой окрестности U точки a, limx→a f(x) = A

и limx→a g(x) = B, причем B > A. Тогда найдется проколотая окрест-
ность Δ ⊂ U точки a, такая, что f(x) < g(x) для всех x ∈ Δ.

Доказательство. Зададим ε = B−A
2 > 0 и найдем такое δ′ > 0,

что для всех x, удовлетворяющих условию 0 < |x − a| < δ′, справедливо
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неравенство |f(x) − A| < ε, т. е. A − ε < f(x) < A + ε. Далее, найдем
такое δ′′ > 0, что если только 0 < |x − a| < δ′′, то |g(x) − A| < ε, т. е.
B − ε < g(x) < B + ε. Положим δ = min(δ′, δ′′) > 0. Тогда для всех
x, удовлетворяющих условию 0 < |x − a| < δ, справедливы неравенства
f(x) < A + ε = A+B

2 = B − ε < g(x), из которых следует, что f(x) <

g(x) (x ∈ Δ = {x : 0 < |x − a| < δ}).
Следствие. Если f(x) ≥ g(x) для всех x, принадлежащих проколо-

той окрестности U точки a, то limx→a f(x) ≥ limx→a g(x), если эти
пределы существуют.

Действительно, если предположить, что limx→a f(x) < limx→a g(x), то,
в силу предыдущей теоремы, в некоторой проколотой окрестности точки
a будет справедливо неравенство f(x) < g(x), что противоречит условию.

Теорема (о трех пределах). Пусть функции f, g, h определены в
проколотой окрестности U точки a и такие, что f(x) ≤ g(x) ≤ h(x)

для всех x ∈ U . Если limx→a f(x) = limx→a h(x) = A, то существует
limx→a g(x) = A.

Для доказательства этой теоремы достаточно применить определение
предела функции по Гейне и соответствующую теорему о трех пределах
для последовательностей.

3.3 Первый замечательный предел

Так называется следующее равенство:

lim
x→0

sin x

x
= 1,

где величина x выражена в радианах. Для доказательства этого равенства
докажем сначала два важных неравенства –

sin x < x
(
0 < x <

π

2

)
, (3.1)

x < tg x
(
0 < x <

π

2

)
, (3.2)
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которые имеют многочисленные приложения в различных вопросах. При-
ведем геометрическое доказательство этих неравенств. Рассмотрим
окружность единичного радиуса с центром в начале координат:

x

y

O
x

A

C

B

D

Пусть точка B находится в первой четверти на окружности. Полу-
чим угол AOB, радианная мера которого равна x. Проведем в точке A

перпендикуляр к оси абсцисс и продолжим OB до пересечения с этим
перпендикуляром в точке C. Из точки B опустим перпендикуляр на ось
абсцисс в точку D. Тогда из чертежа ясно, что сектор AOB содержится
в треугольнике AOC и этот сектор содержит треугольник AOB. Поэто-
му для площадей S�AOB треугольника AOB, Ŝ сектора AOB и S�AOC

треугольника AOC справедливо следующее неравенство:

S�AOB < Ŝ < S�AOC . (3.3)

Имеем S�AOB = 1
2 |OA|·|BD|, S�AOC = 1

2 |OA|·|AC| и Ŝ = 1
2 |AO|·�(AB) =

1
2x (т. к. |AO| = 1, а длина �(AB) дуги окружности равна произведению
радиуса на величину угла, выраженную в радианах, на который опира-
ется эта дуга). Далее, |BD| = sinx, поэтому левое неравенство в (3.3)

принимает вид 1
2 sin x < 1

2x, или sin x < x. Правое неравенство в (3.3)

имеет такой вид: 1
2x < 1

2 |AC| = 1
2 tg x, т. е. x < tg x. Тем самым доказаны

неравенства (3.1) и (3.2).
Из (3.1) получаем, что sin x

x < 1
(
0 < x < π

2

)
, а из (3.2) следует, что

cos x < sin x
x

(
0 < x < π

2

)
. Итак,

cos x <
sin x

x
< 1

(
0 < x <

π

2

)
.
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Отсюда, так как sin x
2 < x

2 , следует:

0 < 1 − sin x

x
< 1 − cos x = 2 sin2 x

2
<

x2

2
.

Окончательно,

0 < 1 − sin x

x
<

x2

2

(
0 < x <

π

2

)
.

Учитывая еще, что функция sin x
x четная, для −π

2 < x < 0 получим

1 − sin x

x
= 1 − sin(−x)

(−x)
<

(−x)2

2
=

x2

2

и

1 − sin x

x
= 1 − sin(−x)

(−x)
> 0.

Таким образом, неравенство

0 < 1 − sin x

x
<

x2

2

справедливо для всех x, таких, что 0 < |x| < π
2 . Применяя к этому нера-

венству теорему о трех пределах, получаем

lim
x→0

(
1 − sin x

x

)
= 0,

а это равносильно тому, что

lim
x→0

sin x

x
= 1.

3.4 Односторонние и бесконечные пределы,
пределы на бесконечности

Пусть функция f определена на интервале (a, b). Число A называется
пределом справа функции f в точке a, если для любого ε > 0 существует
такое δ > 0, что для всех x, удовлетворяющих условию a < x < a +

δ, справедливо неравенство |f(x) − A| < ε. Это записывают следующим
образом: limx→a+0 f(x) = A.
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Аналогично определяется предел limx→b−0 f(x) функции f слева в
точке b.

Можно сформулировать эти определения в терминах последователь-
ностей. Эквивалентность таких определений доказывается таким же об-
разом, как и для обычных пределов. Например, число B называется пре-
делом слева функции f в точке b, если любая последовательность {xn}
точек из (a, b), стремящаяся к b, порождает соответствующую последова-
тельность значений функции {f (xn)}, стремящуюся к B.

Пусть функция f определена в проколотой окрестности U точки a.
Говорят, что предел функции f при x, стремящемся к a, равен +∞ (или
f стремится к +∞ при x, стремящемся к a), если для любого E > 0

найдется такое δ > 0, что для всех x, удовлетворяющих условию 0 <

|x − a| < δ, справедливо неравенство f(x) > E. Обозначают это так:
limx→a f(x) = +∞.

Аналогично, limx→a f(x) = −∞, если для любого E > 0 найдется
такое δ > 0, что для всех x, удовлетворяющих условию 0 < |x − a| < δ,
справедливо неравенство f(x) < −E. Если же для любого E > 0 найдется
такое δ > 0, что для всех x, удовлетворяющих условию 0 < |x − a| < δ,
справедливо неравенство |f(x)| > E, то пишут limx→a f(x) = ∞.

Ясно, что любое из условий limx→a f(x) = +∞ или limx→a f(x) = −∞
влечет limx→a f(x) = ∞. Легко, однако, привести пример функции f ,
такой, что limx→a f(x) = ∞, но f не стремится ни к +∞, ни к −∞.

Данные определения бесконечных пределов легко можно сформули-
ровать в терминах последовательностей.

Пусть функция f определена на полуоси (a,+∞). Число A называется
пределом функции f при x → +∞, если для любого ε > 0 найдется такое
Δ > 0, что для всех x > Δ справедливо неравенство |f(x) − A| < ε.
Обозначают это так: limx→+∞ f(x) = A.

Сформулируем еще некоторые определения с помощью кванторов:

lim
x→−∞ f(x) = A ⇔ ∀ε > 0 ∃Δ > 0 : ∀x < −Δ |f(x) − A| < ε,

lim
x→∞ f(x) = A ⇔ ∀ε > 0 ∃Δ > 0 : ∀x : |x| > Δ |f(x) − A| < ε,
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f(x) → A + 0 (x → a − 0) ⇔
⇔ ∀ε > 0 ∃δ > 0 : ∀x : a − δ < x < a A < f(x) < A + ε.

Как и в предыдущих случаях, подобные определения легко можно сфор-
мулировать в терминах последовательностей.

Пример 1. Покажем, что limx→∞ sin x
x = 0. Действительно∣∣∣∣ sin x

x
− 0

∣∣∣∣ ≤ 1
|x| < ε,

если только |x| > Δ = 1
ε .

Пример 2. Докажем, что функция f(x) = sinx не имеет предела
при x → +∞. Для этого рассмотрим две последовательности: x′

n = πn

и x′′
n = π

2 + πn. Обе эти последовательности стремятся к +∞, но при
этом соответствующие последовательности значений функции f(x′

n) =

sin πn = 0 → 0 и f(x′′
n) = sin

(
π
2 + πn

)
= 1 → 1. Отсюда следует, что

функция не имеет предела при x → +∞.

Пример 3. Если f(x) = signx, то limx→+∞ signx = 1, limx→−∞ signx =

−1. Однако f не имеет предела при x → ∞. В самом деле, для доказа-
тельства достаточно рассмотреть последовательности x′

n = n и x′′
n = −n.

3.5 Критерий Коши

В этом параграфе речь будет идти о существовании конечного предела.
Для последовательностей мы доказывали критерий Коши, который

состоит в том, что сходимость последовательности равносильна ее фун-
даментальности. Аналогичное утверждение справедливо и для пределов
функций.

Теорема (критерий Коши). Пусть функция f определена в проко-
лотой окрестности U точки a. Для того чтобы функция f имела ко-
нечный предел при x → a, необходимо и достаточно, чтобы для любого
ε > 0 существовало такое δ > 0, что для любых x′, x′′ ∈ U , удовлетворя-
ющих условию 0 < |x′−a| < δ, 0 < |x′′−a| < δ, выполнялось неравенство
|f (x′) − f (x′′)| < ε.
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Доказательство. Необходимость.Пусть существует limx→a f(x) =

A. Зададим ε > 0 и, пользуясь определением предела, найдем такое δ, что
для всех x ∈ U , удовлетворяющих условию 0 < |x − a| < δ, справедливо
неравенство |f(x) − A| < ε

2 . Пусть x′, x′′ ∈ U такие, что 0 < |x′ − a| < δ и
0 < |x′′ − a| < δ. Тогда

|f (x′) − f (x′′)| ≤ |f (x′) − A| + |f (x′′) − A| <
ε

2
+

ε

2
= ε.

Достаточность. Применим определение предела функции по Гейне
и критерий Коши для последовательностей. Пусть выполнено условие
теоремы. Покажем, что существует limx→a f(x). Возьмем произвольную
последовательность {xn} (xn ∈ U, xn → a (n → ∞), xn �= a) и докажем,
что соответствующая последовательность значений функции {f (xn)} схо-
дится. Зададим ε > 0 и, пользуясь условием, найдем такое δ > 0, что
для всех x′, x′′ ∈ U , удовлетворяющих условию 0 < |x′ − a| < δ и 0 <

|x′′ − a| < δ, справедливо неравенство |f (x′) − f (x′′)| < ε. Но поскольку
xn → a (n → ∞), то найдется такое N , что для всех n ≥ N справед-
ливо неравенство |xn − a| < δ. Пусть n,m ≥ N . Тогда 0 < |xn − a| < δ

и 0 < |xm − a| < δ, а значит, |f (xn) − f (xm)| < ε. Итак, для задан-
ного ε > 0 найдется такой номер N , что для любых n,m ≥ N спра-
ведливо неравенство |f (xn) − f (xm)| < ε. Это означает, что последова-
тельность {f (xn)} фундаментальна и, следовательно, сходится (в силу
критерия Коши для последовательностей). Таким образом, для любой по-
следовательности {xn} (с отмеченными выше свойствами) последователь-
ность {f (xn)} сходится. Нужно еще показать, что все последовательности
{f (xn)} сходятся к одному и тому же пределу. Но это действительно так,
ибо в противном случае, если f (x′

n) → A и f (x′′
n) → B, где B �= A, то по-

следовательность {f (x′
1) , f (x′′

1) , f (x′
2) , f (x′′

2) , . . . } не имела бы предела,
что противоречит уже доказанному.

Аналогично можно сформулировать и доказать критерий Коши для
пределов при x → +∞, x → −∞ и x → ∞, а также для односторон-
них пределов. Приведем, например, формулировку критерия Коши для
предела при x → +∞.
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Теорема (критерий Коши для случая x → +∞). Пусть функция
f определена на полупрямой (a,+∞). Для того чтобы функция f имела
конечный предел при x → +∞, необходимо и достаточно, чтобы для лю-
бого ε > 0 нашлось такое Δ > 0, что при любых x′, x′′ > Δ выполнялось
неравенство |f (x′) − f (x′′)| < ε.

Пример. Доказать, что функция f(x) = 1
x не имеет конечного пре-

дела справа в точке a = 0. Для доказательства покажем, что найдется
такое ε0 > 0, что для любого δ > 0 найдутся x′, x′′, удовлетворяющие
условию 0 < x′ < δ, 0 < x′′ < δ, такие, что |f (x′) − f (x′′)| ≥ ε0. Пусть
ε0 = 1. Зафиксируем произвольное δ > 0 и выберем x′ = δ

2 , x′′ = δ
2+δ .

Тогда 0 < x′ < δ, 0 < x′′ < δ, но |f (x′) − f (x′′)| =
∣∣ 2
δ − (

2
δ + 1

)∣∣ = 1 = ε0,
и тем самым завершается рассмотрение примера.

3.6 Монотонные функции

Определение. Пусть −∞ ≤ a < b ≤ +∞ и функция f определена
на (a, b). Функция f называется монотонно возрастающей (убывающей)
на (a, b), если для любых x, y ∈ (a, b), таких, что x < y, справедливо
неравенство f(x) ≤ f(y) (f(x) ≥ f(y)).

Если в данном определении нестрогие неравенства поменять на стро-
гие, то получим определение строго возрастающей (убывающей) функ-
ции.

Для монотонной последовательности мы доказывали критерий сходи-
мости, который состоит в том, что сходимость монотонной последователь-
ности эквивалентна ее ограниченности (сверху для возрастающей после-
довательности и снизу для убывающей). Соответствующее утверждение
имеет место и для функций.

Теорема. Пусть −∞ < a < b < +∞ и функция f монотонно воз-
растает на (a, b). Если f ограничена сверху на (a, b), то существует
limx→b−0 f(x). Если же f неограничена сверху, то limx→b−0 f(x) = +∞.

Доказательство.Пусть f ограничена сверху. Это означает, что огра-
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ничено сверху множество ее значений E(f) = {f(x) : x ∈ (a, b)}. Обозна-
чим A = supE(f) (верхняя грань ограниченного сверху множества E(f)

существует в силу теоремы о существовании верхней грани). Покажем,
что limx→b−0 f(x) = A. Так как A = supE(f), то

1) для любого y ∈ E(f) справедливо неравенство y ≤ A;
2) для любого ε > 0 найдется такое y′ ∈ E(f), что y′ > A − ε.
Условие 1) означает, что для любого x ∈ (a, b) справедливо неравен-

ство f(x) ≤ A. Зададим ε > 0 и найдем y′ ∈ E(f), такое, что y′ = f(x′) >

A−ε, где x′ ∈ (a, b). Обозначим δ = b−x′ > 0. Тогда для всех x > b−δ = x′

из монотонности f вытекает, что f(x) ≥ f(x′) > A − ε. Итак, с учетом
1) получаем, что для любого ε > 0 найдется такое δ > 0 (δ = b − x′),
что для всех x ∈ (b − δ, b) (т. е. b − δ < x < b) справедливо неравенство
A − ε < f(x) ≤ A < A + ε, т. е. |f(x) − A| < ε. Последнее означает, что
limx→b−0 f(x) = A.

Предположим теперь, что f неограничена сверху на (a, b), и покажем,
что limx→b−0 f(x) = +∞. Наше условие равносильно тому, что неограни-
чено сверху множество E(f). Поэтому для любого M > 0 найдется такое
y′ ∈ E(f), что y′ > M . Зададим M > 0 и найдем такое y′ ∈ E(f), что
y′ > M . Так как y′ ∈ E(f), то существует такое x′ ∈ (a, b), что y′ = f(x′).
Из монотонности f следует, что для всех x > x′ (x ∈ (a, b)) справедливо
неравенство f(x) ≥ f(x′) > M . Обозначим δ = b − x′ > 0. Тогда получим,
что для всех x ∈ (a, b), удовлетворяющих условию b − δ < x < b, спра-
ведливо неравенство f(x) > M . Так как M произвольно, то это означает,
что limx→b−0 f(x) = +∞.

Аналогично можно показать, что если f возрастает на (a,+∞), то
1) если f ограничена сверху, то существует limx→+∞ f(x);
2) если f неограничена сверху, то limx→+∞ f(x) = +∞.
Точно так же можно доказать аналоги приведенной теоремы для пра-

вого предела функции в точке a для конечного a и для a = −∞.

Следствие. Если функция f монотонна на интервале (a, b), то в
каждой точке этого интервала она имеет конечные левый и правый
пределы.
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Доказательство. Рассмотрим случай, когда f возрастает на (a, b).
Выберем x0 ∈ (a, b) и покажем, что существуют пределы limx→x0−0 f(x)

и limx→x0+0 f(x). Так как f возрастает на (a, b), то f возрастает и на
(a, x0), и на (a, x0) функция f ограничена сверху, поскольку f(x) ≤ f(x0)

для всех x ∈ (a, x0). В силу доказанной теоремы, существует конечный
предел limx→x0−0 f(x). Аналогично получаем, что существует конечный
предел limx→x0+0 f(x).

3.7 Замена переменной в пределах

Теорема.Пусть функция f определена в проколотой окрестности U

точки x0, а функция g определена в проколотой окрестности V точки
t0 и такова, что для всех t ∈ V значение x = g(t) принадлежит U и
limt→t0 g(t) = x0, limx→x0 f(x) = A. Тогда limt→t0 f(g(t)) = A.

Доказательство. Так как limx→x0 f(x) = A, то для любого ε > 0

существует такое η > 0, что при всех x ∈ U , удовлетворяющих усло-
вию 0 < |x − x0| < η, справедливо неравенство |f(x) − A| < ε. Так как
limt→t0 g(t) = x0, то для любого η > 0 найдется такое δ > 0, что при
любом t ∈ V , удовлетворяющем условию 0 < |t − t0| < δ, справедливо
неравенство |g(t) − x0| < η. Зафиксируем ε > 0 и найдем такое η > 0, что
условие 0 < |x − x0| < η влечет неравенство |f(x) − A| < ε. Для найден-
ного η найдем такое δ > 0, что условие 0 < |t − t0| < δ влечет неравенство
|g(t) − x0| < η. Пусть 0 < |t − t0| < δ. Тогда 0 < |g(t) − x0| < η (левое
неравенство следует из того, что при любом t ∈ V значение g(t) ∈ U , т. е.
g(t) �= x0). Из последнего неравенства следует, что |f(g(t))−A| < ε. Итак,
для заданного ε > 0 найдется такое δ > 0, что условие 0 < |t − t0| < δ

влечет неравенство |f(g(t)) − A| < ε. Так как ε > 0 произвольно, то это
означает, что limt→t0 f(g(t)) = A.

Смысл доказанной теоремы состоит в том, что если limx→x0 f(x) = A,
то, считая x зависимой переменной (x = g(t)) и такой, что limt→t0 g(t) =

x0, мы получим то же самое значение limt→t0 f(g(t)) = A. Иначе го-
воря, при вычислении предела limt→t0 f(g(t)) можно выполнять замену
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x = g(t) и (при выполнении соответствующих условий, т. е. limt→t0 g(t) =

x0, g(t) �= x0) вычислять limx→x0 f(x). Эти пределы равны.

Пример. Вычислить limt→0
n
√

1+t−1
t , где n ∈ N.

Полагаем t = xn − 1, т. е. считаем, что f(g(t)) =
n
√

1+t−1
t , где x =

g(t) = n
√

1 + t, а f(x) = x−1
xn−1 . Тогда условие t → t0 = 0 равносильно тому,

что x → x0 = 1, а данный предел, согласно теореме о замене переменной,
равен такому пределу limx→1

x−1
xn−1 . Вычислим

lim
x→1

x − 1
xn − 1

= lim
x→1

x − 1
(x − 1) (xn−1 + xn−2 + · · · + x + 1)

=

= lim
x→1

1
xn−1 + xn−2 + · · · + x + 1

=
1
n

.

Поэтому и limt→0
n
√

1+t−1
t = 1

n .

3.8 Частичные пределы. Верхний и нижний
пределы функций

Определение. Пусть функция f определена в проколотой окрестно-
сти U точки a. Число A (конечное, +∞ или −∞) называется частичным
пределом функции f в точке a, если существует такая последовательность
{xn} (xn ∈ U, xn → a (n → ∞), xn �= a), что f (xn) → A (n → ∞).

Каждая функция, определенная в проколотой окрестности U точки
a, имеет частичные пределы. В самом деле, если функция f ограниче-
на в некоторой проколотой окрестности Δ ⊂ U точки a, то для любой
последовательности {xn} (xn ∈ U, xn → a (n → ∞), xn �= a), начиная
с некоторого номера xn ∈ Δ, и, следовательно, {f (xn)} – ограниченная
последовательность. В силу леммы Больцано – Вейерштрасса, из огра-
ниченной последовательности {f (xn)} можно извлечь сходящуюся под-
последовательность {f (xnk

)}, т. е. у функции f будет существовать ко-
нечный частичный предел. Если же f неограничена в любой проколотой
окрестности точки a, то она неограничена либо сверху, либо снизу. Ес-
ли, например, f неограничена сверху, то, выбирая последовательность
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xn ∈ ((
a − 1

n , a + 1
n

) \ {a})∩U так, что f (xn) > n, получим, что xn → a и
f (xn) → +∞, т. е. +∞ является частичным пределом функции f в точ-
ке a. Аналогично показываем, что у неограниченной снизу функции −∞
является ее частичным пределом.

Итак, во множестве R для любой функции f множество ее частичных
пределов непусто.

Определение. Верхняя грань множества частичных пределов функ-
ции f в точке a называется верхним пределом в точке a и обознача-
ется limx→af(x). Нижняя грань множества частичных пределов функ-
ции f в точке a называется нижним пределом в точке a и обозначается
limx→af(x).

Пример. Пусть f(x) = sin 1
x (x �= 0), a = 0. Множество частичных

пределов этой функции в точке 0 – это отрезок [−1, 1]. В самом деле, для
любого числа A ∈ [−1, 1] легко построить последовательность {xn} , xn →
0, такую, что sin 1

xn
→ A (n → ∞). Также легко видеть, что если число

A /∈ [−1, 1], то оно не является частичным пределом функции sin 1
x в

точке 0. Таким образом, limx→0 sin 1
x = −1 и limx→0 sin 1

x = 1.

Теорема 1. Верхний и нижний пределы функции являются ее ча-
стичными пределами.

Теорема 2. Для того чтобы функция f имела в точке a предел,
равный A (конечный, равный +∞ или −∞), необходимо и достаточно,
чтобы выполнялось равенство

limx→af(x) = limx→af(x) = A.

Доказательства теорем 1 и 2 аналогичны доказательствам соответ-
ствующих теорем для последовательностей, и мы их не приводим.
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4.1 Определение и примеры

Определение. Пусть функция f определена на интервале (a, b) и
точка x0 ∈ (a, b). Говорят, что функция f непрерывна в точке x0, если

lim
x→x0

f(x) = f (x0) .

Замечание. В отличие от определения предела функции f в точке
x0, здесь мы требуем, чтобы функция f была определена не только в
проколотой окрестности точки x0, а в целой окрестности точки x0. Кроме
того, limx→x0 f(x) не просто существует, а равен определенному значению,
а именно, f (x0).

Используя определение предела функции в смысле Коши, определе-
ние непрерывности функции f в точке x0 в кванторах можно записать
следующим образом:

∀ε > 0 ∃δ = δ(ε) > 0 : ∀x ∈ (a, b) : |x − x0| < δ ⇒ |f(x) − f (x0)| < ε.

В этом определении можно не требовать выполнения условия |x − x0| > 0,
т. к. при |x − x0| = 0 неравенство |f(x) − f (x0)| < ε, очевидно, выполнено.

Так как величина limx→x0 f(x) зависит лишь от тех значений, которые
функция f принимает в сколь угодно малой окрестности точки x0, то
непрерывность – это локальное свойство функции.

В терминах окрестностей определение непрерывности выглядит сле-
дующим образом.

Определение. Функция f называется непрерывной в точке x0, ес-
ли для любой окрестности V точки f (x0) найдется такая окрестность U

точки x0, что для всех x ∈ U значение f(x) ∈ V , т. е. f (U ∩ (a, b)) ⊂ V .
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Применяя определение предела функции в смысле Гейне, определение
непрерывности можно сформулировать так.

Определение. Функция f , определенная на интервале (a, b), назы-
вается непрерывной в точке x0 ∈ (a, b), если любая последовательность
аргументов {xn} (xn ∈ (a, b), xn → x0) порождает последовательность
значений функции {f (xn)}, стремящуюся к f (x0).

Применяя понятие одностороннего предела (т. е. предела слева и спра-
ва) в точке x0, можно дать определения непрерывности слева (справа) в
точке x0. Именно, функция f называется непрерывной слева (справа) в
точке x0, если limx→x0−0 f(x) = f (x0) (limx→x0+0 f(x) = f (x0)). При этом
в определении непрерывности слева достаточно считать, что функция f

определена лишь в левой полуокрестности точки x0, т. е. на (a, x0], а для
непрерывности справа – на [x0, b).

Легко видеть, что справедливо следующее

Утверждение. Для того чтобы функция f была непрерывной в точ-
ке x0, необходимо и достаточно, чтобы f была непрерывной слева и спра-
ва в точке x0.

Определение. Функция f , определенная на интервале (a, b), называ-
ется разрывной в точке x0 ∈ (a, b), если f не является непрерывной в этой
точке.

Итак, функция f является разрывной в точке x0, если выполнено одно
из двух следующих условий.

1. Либо не существует limx→x0 f(x).
2. Либо предел limx→x0 f(x) существует, но он не равен f (x0).

Пример 1. f(x) ≡ C = Const. Эта функция непрерывна в каждой
точке x0 ∈ R, т. к. для любого x ∈ R |f(x) − f (x0)| = 0.

Пример 2. f(x) = x2, −∞ < x < +∞, x0 ∈ R. Зададим ε > 0. Тогда
из неравенства ∣∣x2 − x2

0

∣∣ ≤ (|x| + |x0|) |x − x0|
следует, что при |x − x0| < δ = min

(
1, ε

2|x0|+1

)
справедливо неравенство
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∣∣x2 − x2
0

∣∣ < ε, т. е. limx→x0 x2 = x2
0, а значит, функция f(x) = x2 непре-

рывна в любой точке x0 ∈ R.

Пример 3. f(x) =
√

x, 0 ≤ x < +∞. Если x0 ∈ (0,+∞), то∣∣√x −√
x0

∣∣ =
|x − x0|√
x +

√
x0

≤ 1√
x0

|x − x0| < ε,

если только |x − x0| < δ ≡ √
x0 · ε. Таким образом, функция f(x) =

√
x

непрерывна в каждой точке x0 > 0. В точке x0 = 0 можно ставить вопрос
о непрерывности справа. Имеем

∣∣√x −√
0
∣∣ =

√
x < ε, если только 0 ≤ x <

δ ≡ ε2. Итак, limx→0+
√

x = 0 =
√

0, т. е. функция f(x) =
√

x непрерывна
справа в точке 0.

Пример 4. f(x) = sinx, −∞ < x < +∞. Пусть x0 ∈ R. Тогда

|sin x − sin x0| =
∣∣∣∣2 cos

x + x0

2
sin

x − x0

2

∣∣∣∣ ≤ 2
∣∣∣∣sin x − x0

2

∣∣∣∣ ≤ |x − x0| ,

где последнее неравенство в этой цепочке следует из доказанного выше
неравенства | sin t| ≤ |t| (0 < |t| < π/2). Можем считать, что |x − x0| < π.
Тогда при |x − x0| < δ ≡ min(π, ε) справедливо |sin x − sin x0| < ε, т. е.
функция f(x) = sinx непрерывна в каждой точке x0 ∈ R.

Аналогично доказываем, что функция f(x) = cos x непрерывна в каж-
дой точке x0 ∈ R.

Пример 5. f(x) = x · sin 1
x при x �= 0 и f(0) = 0. Покажем, что

функция f непрерывна в точке x0 = 0. Имеем f(0) = 0 и

lim
x→0

f(x) = lim
x→0

x sin
1
x

= 0

(т. к. |f(x) − 0| =
∣∣x sin 1

x

∣∣ ≤ |x| < ε, если только |x − 0| = |x| < δ ≡ ε).
Итак, limx→0 f(x) = f(0), так что f непрерывна в точке 0.

Пример 6. f(x) = signx, x ∈ R. Если x0 �= 0, то функция f постоянна
в некоторой окрестности точки x0 и, следовательно, непрерывна в этой
точке. Если же x0 = 0, то не существует предела функции f при x → 0.
Значит, функция f разрывна в точке 0. Более того, limx→0+ signx = 1,
limx→0− signx = −1, sign 0 = 0, так что функция signx разрывна в точке 0

как слева, так и справа.
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Пример 7. Рассмотрим функцию Дирихле

D(x) =

{
1, x ∈ Q,

0, x ∈ R \ Q.

Пусть x0 ∈ R. Покажем, что не существует предела функции D при
x → x0. Для этого выберем последовательность {x′

n} отличных от x0

рациональных чисел, стремящуюся к x0. Тогда D (x′
n) = 1 и, значит,

limn→∞ D (x′
n) = 1. Если же взять последовательность {x′′

n} отличных от
x0 иррациональных чисел, стремящуюся к x0, то получим, что D (x′′

n) = 0

и limn→∞ D (x′′
n) = 0. В силу определения предела функции по Гейне по-

лучаем, что функция D не имеет предела в точке x0. Так как x0 ∈ R –
произвольная точка, то это означает, что функция Дирихле разрывна в
каждой точке.

Пример 8. f(x) = x · D(x), x ∈ R. Функция f разрывна в каждой
точке x0 �= 0. В самом деле, если {x′

n} и {x′′
n} соответственно последова-

тельности рациональных и иррациональных отличных от x0 чисел, стре-
мящиеся к x0, то limn→∞ f (x′

n) = x0 и limn→∞ f (x′′
n) = 0, так что, в силу

определения предела функции по Гейне, функция f не имеет предела в
точке x0. Если же x0 = 0, то limx→0 f(x) = 0 = f(0). Действительно,
|f(x)| = |x ·D(x)| ≤ |x| < ε, если только |x−0| = |x| < δ ≡ ε. Это означает,
что данная функция непрерывна в единственной точке x0 = 0.

4.2 Классификация точек разрыва

Предположим, что функция f непрерывна в точке x0. Это означает, что
существует limx→x0 f(x) и он равен f (x0). Если мы изменим значение
функции f лишь в одной точке x0, то limx→x0 f(x) будет существовать,
как и раньше (он не зависит от значения f (x0)), но при этом равен-
ство limx→x0 f(x) = f (x0) уже будет нарушено. В этом случае говорят,
что вновь полученная функция имеет устранимый разрыв. Итак, точка
x0 называется точкой устранимого разрыва функции f , если существует
limx→x0 f(x), но он не равен f (x0).
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Пусть функция f определена в некоторой окрестности точки x0. Бу-
дем обозначать f (x0 + 0) = limx→x0+0 f(x), f (x0 − 0) = limx→x0−0 f(x)

(если указанные односторонние пределы существуют). В этих терминах
критерий существования предела функции f в точке x0 состоит в том, что
f (x0 − 0) = f (x0 + 0), а необходимым и достаточным условием непрерыв-
ности функции f в точке x0 является следующее равенство:

f (x0 − 0) = f (x0) = f (x0 + 0) . (4.1)

Если же функция f не является непрерывной в точке x0, то это означает,
что

a) либо все значения, входящие в равенство (4.1) существуют, но на-
рушено хотя бы одно из двух равенств в (4.1);

b) либо не существует (конечного) хотя бы одного из двух значений
f (x0 − 0) или f (x0 + 0).

В случае a) точку x0 назовем точкой разрыва первого рода, а в случае
b) – точкой разрыва второго рода. Таким образом, приходим к следующим
определениям.

Определение 1. Точка x0 называется точкой разрыва I рода, если
существуют конечные пределы f (x0 − 0) и f (x0 + 0), но хотя бы один из
них не равен f (x0).

В частности, точка устранимого разрыва является точкой разрыва I

рода, ибо если x0 – точка устранимого разрыва, то существует
limx→x0 f(x) = f (x0 − 0) = f (x0 + 0), но он не равен f (x0). Если же
f (x0 − 0) �= f (x0 + 0) (оба предела существуют), то каково бы ни было
значение f (x0), точка x0 будет точкой разрыва I рода. В этом случае
говорят, что функция f терпит скачок в точке x0, а величину f (x0 + 0)−
f (x0 − 0) называют скачком функции f в точке x0.

Определение 2. Точка x0 называется точкой разрыва II рода функ-
ции f , если не существует конечного хотя бы одного из двух пределов
f (x0 − 0) или f (x0 + 0).
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Пример 1. f(x) = | signx|. В точке x0 = 0 у функции f устранимый
разрыв, поскольку limx→0 | signx| = 1 �= 0 = | sign 0|.

Пример 2. f(x) = signx. У функции f в точке x0 = 0 имеется разрыв
I рода, т. к. односторонние пределы f (x0 − 0) = −1 и f (x0 + 0) = 1

существуют, но оба они не равны sign 0 = 0. Кроме того, в точке 0 функция
f имеет скачок, равный f (x0 + 0) − f (x0 + 0) = 1 − (−1) = 2.

Пример 3. f(x) = sin 1
x при x �= 0 и f(0) = 0. Так как оба односто-

ронних предела функции f в точке x0 = 0 не существуют, то точка 0

является точкой разрыва II рода.

Пример 4. Рассмотрим функцию Римана

R(x) =

{
1
n , x = m

n , несократимая дробь m ∈ Z, n ∈ N,

0, x ∈ R \ Q.

Покажем, что в каждой точке x0 ∈ R существует limx→x0 R(x) = 0. Пусть
x0 ∈ R. Зададим ε > 0. Тогда неравенство R(x) ≥ ε выполнено лишь
в тех точках, для которых 1

n ≥ ε. На интервале (x0 − 1, x0 + 1) таких
точек конечное число. Пусть это – точки y1, y2, . . . , ys. Если при неко-
тором k x0 = yk, то обозначим δ = mini�=k |yi − x0| > 0. В противном
случае (т. е. если x0 не совпадает ни с одной из точек yk), обозначим
δ = mini |yi − x0| > 0. Тогда для всех x, таких, что 0 < |x − x0| < δ,
будет выполнено неравенство |R(x)| = R(x) < ε, а это означает, что
limx→x0 R(x) = 0. Итак, если x0 ∈ Q, то в точке x0 функция R имеет
устранимый разрыв. Если же x0 ∈ R \ Q, то точка x0 является точкой
непрерывности функции R.

Пример 5. f(x) = [x] – функция целой части – наибольшее целое
число, не превосходящее x. Легко видеть, что эта функция непрерывна
в каждой точке x0 /∈ Z, а в каждой точке x0 ∈ Z имеет разрыв первого
рода. Скачок в каждой целочисленной точке равен 1.

4.3 Непрерывность и арифметические операции

Теорема. Пусть функции f и g определены на интервале (a, b) и
непрерывны в точке x0 ∈ (a, b). Тогда
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a) функция f + g непрерывна в точке x0;
b) функция f · g непрерывна в точке x0;
c) если g(x) �= 0 на (a, b), то функция f

g непрерывна в точке x0.

Эта теорема является следствием соответствующей теоремы для пре-
делов функций. Из этой теоремы и из непрерывности функции f(x) = x

в каждой точке x0 ∈ R сразу следует, что функция f(x) = xn (n ∈ N)

непрерывна в каждой точке x0 ∈ R. Отсюда, в свою очередь, вытекает,
что и многочлен Pn(x) = a0x

n + a1x
n−1 + · · · + an−1x + an непрерывен в

каждой точке, а также и любая рациональная функция

R(x) =
Pn(x)
Qm(x)

=
a0x

n + a1x
n−1 + · · · + an−1x + an

b0xm + b1xm−1 + · · · + bm−1x + bm

непрерывна в каждой точке своей области определения. В самом деле,
пусть x0 ∈ D(R). Тогда Qm (x0) �= 0. Поскольку количество действитель-
ных корней многочлена Qm(x) конечно (не превосходит m), то можно
найти такой интервал (x0 − δ, x0 + δ) (δ = mini≥1 |x0 − xi|, где xi (i ≥ 1)

– корни Qm(x)), в котором Qm(x) �= 0, и применить теорему о непрерыв-
ности частного.

Далее, функция tg x = sin x
cos x

(
x �= π

2 + πn
)
и функция ctg x = cos x

sin x

(x �= πn) непрерывны в каждой точке своей области определения. Это
следует из непрерывности функций sin x и cos x.

Теорема (о сохранении знака). Пусть функция f определена на
интервале (a, b) и непрерывна в некоторой точке x0 ∈ (a, b). Если f (x0) >

0 (f (x0) < 0), то найдется такая окрестность (x0 − δ, x0 + δ) точки x0,
что f(x) > 0 (f(x) < 0) для всех x ∈ (x0 − δ, x0 + δ).

Доказательство. Пусть f (x0) > 0. Положим ε = f (x0) /2 и найдем
такое δ > 0, что |f(x) − f (x0)| < ε для всех x ∈ (x0 − δ, x0 + δ). Но тогда
для указанных x будет справедливо неравенство

0 <
f (x0)

2
= f (x0) − ε < f(x) < f (x0) + ε,

и тем самым теорема доказана.
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4.4 Непрерывность сложной функции

Теорема. Пусть функция g, определенная на интервале (a, b), непре-
рывна в точке x0 ∈ (a, b) и такова, что c < g(x) < d для всех x ∈ (a, b).
Далее, пусть функция f определена на интервале (c, d) и непрерывна в
точке y0 = g (x0) ∈ (c, d). Тогда композиция (сложная функция) ϕ(x) =

f(g(x)) непрерывна в точке x0 ∈ (a, b).

Доказательство этой теоремы очень похоже на доказательство тео-
ремы о замене переменной в пределах. Запишем в кванторах условия тео-
ремы:

∀ε > 0 ∃η > 0 : ∀y ∈ (c, d) |y − y0| < η ⇒ |f(y) − f (y0)| < ε, (4.2)

∀η > 0 ∃δ > 0 : ∀x ∈ (a, b) |x − x0| < δ ⇒ |g(x) − g (x0)| < η. (4.3)

Зададим ε > 0 и, пользуясь (4.2), найдем η, а для найденного η из (4.3)

находим δ. Пусть x ∈ (a, b) такое, что |x − x0| < δ. Тогда |g(x) − g (x0)| <

η, а отсюда следует, что

|ϕ(x) = ϕ (x0)| = |f(g(x)) − f (g (x0))| = |f(g(x)) − f (y0)| < ε,

т. е. limx→x0 ϕ(x) = ϕ (x0). Это означает, что функция ϕ непрерывна в
точке x0.

Пример. Пусть f(x) = sin 1
x (x �= 0). Так как функция sin y непре-

рывна в каждой точке y0 ∈ R, а функция 1
x непрерывна в каждой точке

x0 �= 0, то сложная функция sin 1
x , в силу доказанной теоремы, непрерыв-

на в каждой точке x0 ∈ R \ {0}.

4.5 Непрерывность и разрывы монотонной
функции

Определение. Функция f , определенная на интервале (a, b), назы-
вается непрерывной на этом интервале, если она непрерывна в каждой
точке этого интервала. Функция f называется непрерывной на отрезке
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[a, b], если она непрерывна на (a, b), а в точках a и b непрерывна справа
и слева, соответственно.

В этом параграфе мы исследуем характер возможных разрывов у мо-
нотонной функции. Именно, следующая теорема показывает, что у моно-
тонной функции не может быть разрывов II рода, а во внутренних точках
не может быть устранимых разрывов. Напротив, в концевых точках от-
резка если и есть разрыв, то он устранимый.

Теорема 1. Пусть функция f монотонна на [a, b]. Тогда

1. Если x0 ∈ (a, b), то имеет место одна и только одна из следующих
двух ситуаций:

a) f непрерывна в точке x0;

b) в точке x0 функция f имеет неустранимый разрыв I рода.

2. Если x0 = a (x0 = b), то

a) либо f непрерывна справа (слева) в точке x0;

b) либо f имеет в точке x0 устранимый разрыв.

Доказательство. Рассмотрим случай, когда f возрастает на [a, b].
Пусть x0 ∈ (a, b). Тогда из неравенства f(x) ≤ f (x0) (x < x0) и моно-
тонности f следует, что существует f (x0 − 0) ≤ f (x0). Аналогично, из
неравенства f(x) ≥ f (x0) (x > x0) и монотонности f следует, что суще-
ствует f (x0 + 0) ≥ f (x0). Итак,

f (x0 − 0) ≤ f (x0) ≤ f (x0 + 0) . (4.4)

Если в (4.4) два знака равенства, то f непрерывна в точке x0. Если же
хотя бы одно из неравенств строгое, то в точке x0 функция f имеет скачок.
Из (4.4) также следует, что в точке x0 устранимый разрыв невозможен.

Пусть теперь x0 = b. Тогда f(x) ≤ f(b) и существует f (b − 0) ≤ f(b).
Если f(b− 0) = f(b), то f непрерывна слева в точке b. Если же f(b− 0) <

f(b), то в точке b у функции f устранимый разрыв (левосторонний).

Случай x0 = a рассматривается аналогично.

Теперь изучим вопрос о количестве точек разрыва монотонной функ-
ции, заданной на [a, b]. Может оказаться, что точек разрыва у функции f
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нет (например, f(x) = x). Легко построить пример монотонной функции,
у которой любой наперед заданный конечный набор точек из [a, b] будет
точками разрыва, а все остальные точки будут точками непрерывности.
Монотонная функция может иметь и бесконечно много точек разрыва.
Например, у невозрастающей функции

f(x) =

{
1 − 1

n , 1
n+1 < x ≤ 1

n , n = 1, 2, . . . ,

1, x = 0

каждая точка вида 1
n (n = 1, 2, . . . ) является точкой разрыва. В этом при-

мере множество точек разрыва счетное. Если же отказаться от условия
монотонности, то можно привести пример функции, у которой множество
точек разрыва несчетно (функция Дирихле). Естественно спросить, мо-
жет ли монотонная функция иметь несчетное множество точек разрыва?

Определение.Множество называется не более чем счетным, если оно
пусто, конечно или счетно.

Теорема 2. Пусть функция f монотонна на (a, b). Тогда множество
ее точек разрыва не более чем счетно.

Доказательство. Пусть функция f не убывает на (a, b). Согласно
предыдущей теореме, если в некоторой точке x0 ∈ (a, b) функция f имеет
разрыв, то это – скачок, т. е. f (x0 − 0) < f (x0 + 0). Поэтому каждой точке
разрыва x можно поставить в соответствие интервал Ix = (f(x−0), f(x+

0)). Пусть x′ и x′′ – две различные точки разрыва функции f . Покажем,
что интервалы Ix′ и Ix′′ не пересекаются. Пусть x′ < x′′. Выберем точку
ξ, такую, что x′ < ξ < x′′. Тогда, в силу монотонности f , f (x′ + 0) ≤
f(ξ) и f (x′′ − 0) ≥ f(ξ), т. е. f (x′ + 0) ≤ f (x′′ − 0). Это означает, что
интервалы (f (x′ − 0) , f (x′ + 0)) и (f (x′′ − 0) , f (x′′ + 0)) не имеют общих
точек. Итак, каждой точке разрыва x поставлен в соответствие интервал
Ix. В каждом таком интервале Ix выберем рациональное число rx. При
этом различным точкам разрыва x′ и x′′ будут соответствовать различные
числа rx′ и rx′′ , т. к. интервалы Ix′ и Ix′′ не пересекаются.

Пусть E ⊂ (a, b) – множество всех точек разрыва функции f . Если
E �= ∅, то каждому x ∈ E поставлено в соответствие рациональное чис-
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ло rx. Мы получили взаимно однозначное соответствие между элементами
множества E и некоторым подмножеством E1 ⊂ Q множества Q. Но мно-
жество рациональных чисел Q счетно, поэтому и множество E1 не более
чем счетно, а значит не более чем счетно и само множество E.

Пусть функция f монотонна на [a, b]. Тогда множество ее значений
E(f) содержится в отрезке I с концами f(a) и f(b), т. е. E(f) ⊂ I. Следу-
ющая теорема показывает, что в случае E(f) = I функция f непрерывна
на [a, b]. Другими словами, если в области значений монотонной функции
нет пустот (промежутков), то такая функция непрерывна.

Теорема 3. Пусть функция f монотонна на [a, b] и область ее зна-
чений представляет собой отрезок с концами f(a) и f(b). Тогда функция
f непрерывна на [a, b].

Доказательство. Рассмотрим случай неубывающей f . Предполо-
жим, что f разрывна в некоторой точке x0 ∈ (a, b). Тогда, согласно тео-
реме 1, в точке x0 функция f имеет скачок, а из условия монотонно-
сти следует, что f (x0 − 0) < f (x0 + 0). Итак, если x < x0, то f(x) ≤
f (x0 − 0), а при x > x0 имеем f(x) ≥ f (x0 + 0), т. е. на интервале
(f (x0 − 0) , f (x0 + 0)) содержится разве что единственная точка f (x0) из
области значений функции E(f), что противоречит условию.

Случаи x0 = a и x0 = b исчерпываются аналогичным образом и тем
самым завершается доказательство теоремы.

Замечание. Теорема 3 теряет силу, если отбросить условие монотон-
ности функции f . Например, множество значений функции

f(x) =

{
−x, −1 ≤ x < 0,

x − 1, 0 ≤ x ≤ 1,

определенной на отрезке [−1, 1], представляет собой отрезок [−1, 1], но в
то же время эта функция разрывна в точке x0 = 0.

Эквивалентная формулировка теоремы 3 имеет следующий вид. Если
монотонная функция f принимает все промежуточные значения меж-
ду f(a) и f(b), то f непрерывна на [a, b]. Ниже мы покажем, что обрат-
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ное утверждение справедливо для любой непрерывной функции, даже без
предположения монотонности.

4.6 Свойство промежуточных значений

Теорема Больцано – Коши (о корне). Пусть функция f непре-
рывна на отрезке [a, b] и на концах этого отрезка принимает значения
разных знаков. Тогда существует точка c ∈ (a, b), такая, что f(c) = 0.

Доказательство. Применяем метод деления отрезка пополам и лем-
му Кантора о вложенных отрезках. Пусть, например, f(a) < 0 < f(b).
Обозначим [a0, b0] ≡ [a, b] и разделим [a0, b0] пополам точкой c0 = a0+b0

2 .
Если f (c0) = 0, то теорема доказана. В противном случае из двух полу-
ченных отрезков [a0, c0] и [c0, b0] выберем такой, что на его концах функ-
ция f принимает значения разных знаков. Это будет отрезок [a1, b1] ≡
[a0, c0], если f (c0) > 0, и [a1, b1] ≡ [c0, b0], если f (c0) < 0. Заметим, что
длина отрезка [a1, b1] равна b1 − a1 = b−a

2 . На следующем шаге разде-
лим [a1, b1] пополам и продолжим описанную процедуру. Если на каком-
либо шаге встретится точка деления, в которой функция f обращается
в нуль, то теорема доказана. В противном случае получим последова-
тельность вложенных друг в друга отрезков [an, bn], таких, что их длины
bn − an = b−a

2n → 0 при n → ∞. По лемме Кантора, существует точка c,
принадлежащая всем [an, bn]. Покажем, что f(c) = 0. Отсюда, в частно-
сти, будет следовать, что c не совпадает ни с a, ни с b, т. к. f(a) �= 0 и
f(b) �= 0.

Для доказательства равенства f(c) = 0 покажем, что для всех n спра-
ведливо неравенство

f (an) < 0 < f (bn) . (4.5)

Применим индукцию по n. При n = 0 неравенство (4.5) совпадает с при-
нятым условием f(a) < 0 < f(b). Предположим, что неравенство (4.5)

справедливо при некотором n, и покажем, что оно имеет место и для
n + 1. Обозначим cn = an+bn

2 . Тогда, согласно описанной процедуре от-
бора сегментов, мы полагаем [an+1, bn+1] ≡ [an, cn], если f (cn) > 0, и
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[an+1, bn+1] ≡ [cn, bn], если f (cn) < 0. Отсюда легко видеть, что неравен-
ство (4.5) справедливо и при n + 1, и тем самым (4.5) доказано для всех
n = 0, 1, . . . .

Далее, поскольку an ≤ c ≤ bn (n = 0, 1, . . . ) и bn − an → 0 (n → ∞), то
an → c (n → ∞) и bn → c (n → ∞). В силу непрерывности функции f в
точке c, из неравенств f (an) < 0 следует, что и f(c) = limn→∞ f (an) ≤ 0.
С другой стороны, поскольку f (bn) > 0, то и f(c) = limn→∞ f (bn) ≥ 0.
Итак, получили, что f(c) ≤ 0 и f(c) ≥ 0. Отсюда следует, что f(c) = 0.

Следствие (свойство промежуточных значений). Пусть функ-
ция f непрерывна на отрезке [a, b]. Тогда функция f принимает все зна-
чения, заключенные между f(a) и f(b). Именно, для любого числа A,
заключенного между f(a) и f(b), найдется такая точка c ∈ [a, b], что
f(c) = A.

Для доказательства этого следствия достаточно применить теорему
Больцано – Коши к функции g(x) = f(x) − A.

Утверждение, обратное данному следствию, неверно. В этом легко убе-
диться на примере функции

f(x) =

{
x, x ∈ Q ∩ [0, 1],

1 − x, x ∈ [0, 1] \ Q.

Если же функция f монотонна на [a, b], то, как показывает теорема 3, дан-
ное следствие можно обратить. Таким образом, из теоремы 3 и свойства
промежуточных значений мы получаем следующий критерий непрерыв-
ности монотонной функции.

Теорема. Монотонная на отрезке [a, b] функция f непрерывна на
этом отрезке тогда и только тогда, когда она принимает все проме-
жуточные значения между f(a) и f(b).

Пример.Покажем, что каждый многочлен нечетной степени имеет по
крайней мере один действительный корень. Пусть P2k+1(x) = a0x

2k+1 +

a1x
2k + · · · + a2k+1, причем можем считать, что a0 > 0. Тогда, очевидно,
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limx→−∞ P2k+1(x) = −∞, а значит, существует такое a, что P2k+1(a) < 0.
Далее, поскольку limx→+∞ P2k+1(x) = +∞, то найдется такое b > a, что
P2k+1(x) > 0. Поскольку многочлен P2k+1 непрерывен на [a, b], то, в силу
теоремы Больцано – Коши, найдется такое c ∈ (a, b), что P2k+1(c) = 0.

4.7 Теоремы Вейерштрасса

Ранее мы показывали, что непрерывная в точке функция локально огра-
ничена в некоторой окрестности этой точки. Однако из локальной огра-
ниченности в каждой точке некоторого множества не следует ограничен-
ность функции на всем множестве. Например, функция f(x) = 1

x (0 <

x < 1) непрерывна в каждой точке x0 ∈ (0, 1) и, следовательно, локально
ограничена в каждой точке (т. е. для каждой точки x0 ∈ (0, 1) существу-
ет такая окрестность (x0 − δ, x0 + δ), в которой функция f ограничена).
Вместе с тем функция f неограничена на всем множестве (0, 1).

Первая теорема Вейерштрасса. Если функция f непрерывна на
отрезке [a, b], то она ограничена на этом отрезке.

Доказательство. Предположим, что f неограничена на [a, b]. Это
означает, что для любого M найдется такое x ∈ [a, b], что |f(x)| > M .
Полагая M = 1, 2, . . . , построим последовательность точек xn ∈ [a, b], та-
ких, что |f (xn)| > n. Так как последовательность {xn} ограничена, то,
в силу леммы Больцано – Вейерштрасса, из нее можно выделить сходя-
щуюся подпоследовательность {xnk

}. Пусть xnk
→ c (k → ∞). Тогда

c ∈ [a, b] (здесь существенно используется тот факт, что [a, b] – отре-
зок). В силу непрерывности функции f в точке c, имеем f (xnk

) → f(c),
т. е. {f (xnk

)} сходящаяся и, следовательно, ограниченная последователь-
ность. С другой стороны, так как |f (xnk

)| > nk, то последовательность
{f (xnk

)} неограничена. Полученное противоречие доказывает теорему.

Приведем еще одно доказательство первой теоремы Вейерштрасса, ос-
нованное на применении метода деления отрезка пополам.

Предположим, что f неограничена на [a, b]. Разделим [a, b] пополам.
Тогда хотя бы на одном из двух полученных отрезков функция f неогра-
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ничена. Обозначим такой отрезок через I1 (если f неограничена на обоих
отрезках, то выберем любой из них). Разделим I1 пополам и обозначим
через I2 тот из полученных отрезков, на котором функция f неограни-
чена. Продолжая этот процесс, получим последовательность вложенных
друг в друга отрезков In, длины которых |In| = b−a

2n → 0 (n → ∞). По
лемме Кантора о вложенных отрезках, существует единственная точка
c ∈ [a, b], принадлежащая всем отрезкам In. Так как f непрерывна в точ-
ке c, то f локально ограничена в точке c, т. е. найдется такое δ > 0, что f

ограничена на множестве (c− δ, c+ δ)∩ [a, b]. Выберем номер n настолько
большим, что b−a

2n < δ. Тогда In ⊂ (c − δ, c + δ). Но из ограниченности f

на множестве (c − δ, c + δ) ∩ [a, b] следует, что f ограничена также и на
подмножестве In этого множества, что противоречит выбору отрезков In.

Следствие из теоремы Больцано – Коши (свойство промежуточных
значений) утверждает, что областью значений непрерывной на отрезке
функции является промежуток. Но это может быть либо интервал, либо
полуинтервал, либо отрезок. Мы уточним это следствие. Именно, пока-
жем, что областью значений непрерывной на отрезке функции является
отрезок.

Определение. Говорят, что функция f ограничена сверху (снизу) на
множестве E, если ограничено сверху (снизу) множество ее значений

f(E) ≡ {f(x) : x ∈ E} .

Верхней (нижней) гранью функции f на множестве E называют верхнюю
(нижнюю) грань множества f(E) и обозначают supx∈E f(x) (infx∈E f(x)).

Если A = supx∈E f(x), то это означает, что
1) для любого x ∈ E справедливо неравенство f(x) ≤ A;
2) для любого ε > 0 найдется такое x′ ∈ E, что f (x′) > A − ε.

Ясно, что эти два свойства равносильны определению верхней грани функ-
ции f .

Ранее отмечалось, что не каждое ограниченное сверху множество име-
ет наибольший элемент. Пусть ограниченное множество f(E) является
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множеством значений некоторой функции f , заданной на множестве E.
Если во множестве f(E) существует наибольший элемент, т. е. если суще-
ствует такое x0 ∈ E, что f (x0) = supx∈E f(x), то говорят, что функция f

достигает своей верхней грани. В противном случае говорят, что верхняя
грань функции f не достигается.

Аналогичные понятия формулируются и для нижней грани.

Зададимся вопросом: каждая ли ограниченная сверху функция дости-
гает своей верхней грани? Ответ, очевидно, отрицательный. Например,
для функции f(x) = x, заданной на (0, 1), supx∈(0,1) f(x) = 1, но для лю-
бого x ∈ (0, 1) справедливо неравенство f(x) < 1, т. е. верхняя грань не
достигается. Другим примером может служить функция дробной части
f(x) = {x} на отрезке [0, 1].

В первом примере функция непрерывна, но задана на интервале. Во
втором примере функция задана на отрезке, но не является непрерыв-
ной на этом отрезке. Если же функция непрерывна на отрезке, то она
достигает своей верхней грани. В этом и состоит

Вторая теорема Вейерштрасса. Пусть функция f непрерывна на
отрезке [a, b]. Тогда f достигает своих верхней и нижней граней, т. е.
существуют такие α, β ∈ [a, b], что

f(α) = sup
x∈[a,b]

f(x), f(β) = inf
x∈[a,b]

f(x).

Доказательство. Согласно первой теореме Вейерштрасса, непре-
рывная на [a, b] функция f ограничена. Значит, существует конечное M =

supx∈[a,b] f(x). По определению верхней грани, f(x) ≤ M при каждом x ∈
[a, b], и для любого ε > 0 найдется такое x′ ∈ [a, b], что f (x′) > M − ε. По-
лагая ε = 1

n (n = 1, 2 . . . ), построим последовательность точек xn ∈ [a, b],
такую, что f (xn) > M − 1

n . Так как последовательность {xn} ограни-
чена, то, по лемме Больцано – Вейерштрасса, из нее можно выделить
сходящуюся подпоследовательность {xnk

}. Обозначим α = limk→∞ xnk
.

Тогда α ∈ [a, b]. В силу непрерывности функции f в точке α, имеем
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f(α) = limk→∞ f (xnk
). Но, поскольку

M − 1
nk

< f (xnk
) ≤ M < M +

1
nk

,

то отсюда следует, что limk→∞ f (xnk
) = M . В силу единственности пре-

дела получаем, что f(α) = M .

Аналогично показываем, что в некоторой точке β ∈ [a, b] функция f

достигает своей нижней грани.

Приведем еще одно доказательство второй теоремы Вейерштрасса, ос-
нованное на применении первой теоремы Вейерштрасса.

Пусть функция f непрерывна на отрезке [a, b]. Тогда, в силу пер-
вой теоремы Вейерштрасса, существует M = supx∈[a,b] f(x). Предполо-
жим, что функция f не достигает своей верхней грани, т. е. пусть для
каждого x ∈ [a, b] справедливо неравенство f(x) < M . Тогда функция
ϕ(x) = 1

M−f(x) непрерывна на [a, b] (по теореме об арифметических свой-
ствах непрерывных функций). Применяя к функции ϕ первую теорему
Вейерштрасса, получаем, что ϕ ограничена на [a, b], т. е. существует такое
M1 > 0, что для всех x ∈ [a, b] справедливо неравенство ϕ(x) ≤ M1. Но
из этого неравенства вытекает, что f(x) ≤ M − 1

M1
(x ∈ [a, b]), а это про-

тиворечит тому, что число M является верхней гранью, т. е. наименьшей
из всех верхних границ функции f .

Свойство промежуточных значений и обе теоремы Вейерштрасса мож-
но объединить в виде одной следующей теоремы.

Теорема. Областью значений непрерывной на отрезке функции яв-
ляется отрезок.

4.8 Обратная функция

Функция f , действующая из X в Y , называется биективной, если она
взаимно однозначна и ее область значений совпадает с множеством Y .
Это означает, что для каждого y ∈ Y существует единственный x ∈ X,
такой, что y = f(x).
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Пусть функция f : X → Y биективна. Тогда каждому y ∈ Y мож-
но поставить в соответствие единственный x ∈ X, такой, что y = f(x).
Тем самым мы получим новую функцию, действующую из Y в X. Такая
функция называется обратной к функции f и обозначается f−1. Напри-
мер, f(x) = x3 действует из R в R и биективна. Тогда f−1(y) = 3

√
y.

Другая функция f(x) = x2, действующая из R в [0,+∞), не является би-
ективной, и поэтому нельзя говорить об обратной функции. Если же мы
рассмотрим функцию f1 : [0,+∞) → [0,+∞), действующую по правилу
f1(x) = x2, то такая функция биективна, и поэтому у нее есть обратная
f−1
1 (y) =

√
y. В этом примере мы пользуемся понятием сужения, т. е.

функцию мы рассматриваем не на всей возможной области определения,
где определяющая функцию формула имеет смысл, а лишь на части этой
области. Дадим определение.

Определение. Пусть функция f : X → Y , и множество A ⊂ X. Каж-
дой точке x ∈ A поставим в соответствие y = f(x) ∈ Y . Тогда получим
функцию, заданную на множестве A, которую будем называть сужением
функции f на множество A, и будем обозначать это сужение f |A.

В рассмотренном выше примере f(x) = x2 функция не была взаим-
но однозначной на R. В то же время сужение f1 = f |[0,+∞) – взаимно
однозначная функция, и поэтому существует обратная функция.

В этом параграфе мы будем заниматься вопросом существования и
свойствами обратной функции. Если обратную функцию удается явно
выразить (как в рассмотренных выше примерах), то свойства обратной
функции могут быть изучены непосредственно. Однако это не всегда
можно сделать. Например, функция f(x) = x + 1

2 sin x взаимно однознач-
на, но выражение обратной функции весьма затруднительно. Мы хотим
исследовать свойства обратной функции f−1, не зная ее явного выраже-
ния.

Пусть функция f определена на [a, b]. Очевидно, что если f строго
монотонна на [a, b], то она взаимно однозначна. Обратное утверждение не
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имеет места. Например, функция

f(x) =

{
−x, −1 ≤ x < 0,

x − 1, 0 ≤ x ≤ 1,

очевидно, взаимно однозначна, но не является монотонной на [−1, 1]. Мож-
но, однако, доказать, что если функция f взаимно однозначна и непре-
рывна, то она строго монотонна. Мы этого не будем делать.

В дальнейшем через 〈α, β〉 будем обозначать отрезок с концами α и β

(при этом неравенство α < β не обязательно).

Теорема (об обратной функции). Пусть функция f строго мо-
нотонна и непрерывна на отрезке [a, b]. Тогда обратная функция f−1

строго монотонна и непрерывна на отрезке 〈f(a), f(b)〉.
Доказательство. Рассматриваем случай возрастающей f . В силу

теоремы Больцано – Коши, областью значений функции f является от-
резок [f(a), f(b)]. Так как f взаимно однозначна на [a, b], то существу-
ет функция f−1, отображающая [f(a), f(b)] на [a, b]. Обозначим g(y) =

f−1(y). Покажем, что g строго возрастает. Пусть y′ < y′′, x′ = g (y′),
x′′ = g (y′′). Если x′ ≥ x′′, то f (x′) ≥ f (x′′) (в силу возрастания f), т. е.
y′ ≥ y′′, что противоречит условию. Итак, получаем, что x′ < x′′, т. е.
условие y′ < y′′ влечет x′ < x′′. Это и означает, что обратная функция
x = g(y) строго возрастает на [f(a), f(b)].

Областью значений обратной функции g является отрезок [a, b]. В са-
мом деле, каждое x ∈ [a, b] является значением функции g(y), где y =

f(x). Так как g монотонна на [f(a), f(b)] и ее областью значений явля-
ется отрезок [a, b], то, по теореме о непрерывности монотонной функции,
функция g непрерывна на отрезке [f(a), f(b)].

Пример 1. Арксинус. Функция f(x) = sinx (−∞ < x < +∞) не
является взаимно однозначной. Рассмотрим сужение этой функции на[−π

2 , π
2

]
. Это сужение – непрерывная и строго возрастающая функция.

Следовательно, существует обратная функция, непрерывная и строго воз-
растающая.
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Арксинусом называется функция, обратная к сужению функции sin x

на
[−π

2 , π
2

]
, и обозначается arcsin x. Она определена на [−1, 1], имеет обла-

стью значений отрезок
[−π

2 , π
2

]
, строго возрастает и непрерывна на [−1, 1].

Пример 2. Арккосинус. Функция f(x) = cos x (−∞ < x < +∞)

не является взаимно однозначной. Рассмотрим сужение этой функции на
[0, π]. Это сужение – непрерывная и строго убывающая функция. Следо-
вательно, существует обратная функция, непрерывная и строго убываю-
щая.

Арккосинусом называется функция, обратная к сужению функции
cos x на [0, π], и обозначается arccos x. Она определена на [−1, 1], имеет
областью значений отрезок [0, π], строго убывает и непрерывна на [−1, 1].

Пример 3. Арктангенс и арккотангенс. Арктангенсом называет-
ся функция, обратная к сужению функции tg x на

(−π
2 , π

2

)
, и обозначает-

ся arctg x. Функция arctg x непрерывна и строго возрастает на (−∞,+∞),
область ее значений – интервал

(−π
2 , π

2

)
.

Арккотангенсом называется функция, обратная к сужению функции
ctg x на (0, π), и обозначается arcctg x. Функция arcctg x непрерывна и
строго убывает на (−∞,+∞), область ее значений – интервал (0, π).

Упражнение.Постройте графики определенных выше обратных три-
гонометрических функций y = arcsinx, y = arccos x, y = arctg x и y =

arcctg x.

4.9 Показательная и логарифмическая функции

4.9.1 Степень с рациональным показателем

Пусть a ∈ R, a > 0, n ∈ N. Полагаем an = a · a · · · · · a︸ ︷︷ ︸
n

. Ранее было пока-

зано, что для любого a > 0 и n ∈ N существует единственное b > 0, такое,
что bn = a. Обозначается это число b = n

√
a. Положим по определению

a
1
n = n

√
a. Пусть, далее, r ∈ Q, r > 0. Тогда r = m

n , где m,n ∈ N. Полагаем
по определению ar =

(
a

1
n

)m

.
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Для доказательства корректности последнего определения нужно по-
казать, что для k ∈ N справедливо равенство(

a
1

nk

)mk

=
(
a

1
n

)m

.

Чтобы это показать, представим левую часть в виде
((

a
1

nk

)k
)m

. Тогда

искомое равенство принимает вид
((

a
1

nk

)k
)m

=
(
a

1
n

)m

. Если докажем,

что
(
a

1
nk

)k

= a
1
n , то получим требуемое. Обозначим a

1
nk = b. Нужно

показать, что bk = a
1
n . Но a = bnk =

(
bk
)n, откуда следует bk = a

1
n , что и

требовалось показать.
Далее, положим по определению a0 = 1 и ar = 1

a−r при r < 0, r ∈ Q.
Таким образом, мы получили определение рациональной степени действи-
тельного числа a > 0.

Исходя из свойств степенной функции с натуральным показателем и
учитывая, что при a, b > 0, n ∈ N равенства an = bn и a = b равносильны,
легко доказать, что степени с рациональными показателями обладают
следующими свойствами:

1)
(
a

1
n

)m

= (am)
1
n (m,n ∈ N, a > 0);

2) ar > 1 (r ∈ Q, r > 0, a > 1);

3) ar1ar2 = ar1+r2 (r1, r2 ∈ Q, a > 0);

4) (ar1)r2 = ar1·r2 (r1, r2 ∈ Q, a > 0);

5) ar1 > ar2 > 0 (r1 > r2, r1, r2 ∈ Q, a > 1).

Следующие свойства рациональных степеней сформулируем в виде
двух лемм.

Лемма 1. Пусть a > 1. Тогда для любого ε > 0 найдется такое δ > 0,
что при любом r ∈ Q, таком, что |r| < δ, справедливо неравенство
|ar − 1| < ε.

Доказательство. Ранее мы доказали, что limn→∞ a
1
n = 1. Отсюда, в

силу определения степени с отрицательным рациональным показателем,
также следует, что limn→∞ a− 1

n = 1. Поэтому

∀ε > 0 ∃N1 : ∀n ≥ N1

∣∣∣a 1
n − 1

∣∣∣ < ε ⇔ 1 − ε < a
1
n < 1 + ε,
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∀ε > 0 ∃N2 : ∀n ≥ N2

∣∣∣a− 1
n − 1

∣∣∣ < ε ⇔ 1 − ε < a− 1
n < 1 + ε.

Зададим ε > 0, найдем номера N1 и N2 и обозначим N = max (N1, N2).
Тогда получим 1 − ε < a− 1

N < a
1
N < 1 + ε. Положим δ = 1

N . Тогда
если r ∈ Q и |r| < δ, то − 1

N = −δ < r < δ = 1
N и, так как a > 1, то

a− 1
N < ar < a

1
N , т. е. 1− ε < ar < 1+ ε. Отсюда получаем, что |ar − 1| < ε

и лемма доказана.

Лемма 2. Пусть a > 1. Если последовательность рациональных чи-
сел {rn} сходится, то последовательность {arn} также сходится.

Доказательство. Докажем фундаментальность {arn}. Прежде все-
го, из сходимости {rn} следует ограниченность сверху этой последова-
тельности, т. е. существует M ∈ Q, такое, что rn ≤ M (n = 1, 2, . . . ).
Далее, так как {rn} – фундаментальна, то для любого δ > 0 найдется
такое N , что для всех n,m ≥ N справедливо неравенство |rn − rm| < δ.

Зададим ε > 0. Пользуясь леммой 1, найдем такое δ, что из неравен-
ства |r| < δ следует |ar − 1| < ε

aM . Для найденного δ, пользуясь фунда-
ментальностью {rn}, найдем N . Пусть m,n ≥ N . Тогда

|arm − arn | = arn
∣∣arm−rn − 1

∣∣ < aM · ε

aM
= ε.

Упражнение. Сформулируйте и докажите аналоги лемм 1 и 2 для
случая 0 < a < 1.

4.9.2 Показательная функция

Пусть a > 1, x ∈ R. Выберем последовательность рациональных чисел
{rn}, сходящуюся к x. Тогда, в силу леммы 2, последовательность {arn}
сходится. Положим по определению ax = limn→∞ arn . Для доказательства
корректности данного определения нужно показать, что ax не зависит от
выбора последовательности {rn}, сходящейся к x. Покажем это. Пусть
{r′n} и {r′′n} сходятся к x, а

{
ar′

n

}
и
{

ar′′
n

}
сходятся к разным преде-

лам (сходимость этих последовательностей вытекает из леммы 2). Но то-
гда последовательность {r′1, r′′1 , r′2, r

′′
2 , . . . } сходится, а последовательность
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{
ar′

1 , ar′′
1 , ar′

2 , ar′′
2 , . . .

}
имеет два различных частичных предела и, стало

быть, расходится, что противоречит лемме 2.
Итак, для определения ax можно выбрать любую последовательность

рациональных чисел, сходящуюся к x. Значение ax не зависит от выбора
этой последовательности. Таким образом, для a > 1 каждому x ∈ R по-
ставлено в соответствие число ax, т. е. мы получаем функцию f(x) = ax,
определенную на R. Далее, полагаем 1x = 1 для любого x ∈ R. Если же
0 < a < 1, то b = 1

a > 1, и значение bx для x ∈ R уже определено. По-
лагаем ax = 1

bx . Полученное значение ax можно было определить и как
предел последовательности {arn}, где последовательность рациональных
чисел {rn} сходится к числу x. В самом деле,

ax =
1
bx

=
1

limn→∞ brn
= lim

n→∞
1

brn
= lim

n→∞

(
1
b

)rn

= lim
n→∞ arn .

Таким образом, мы получили показательную функцию y = ax (x ∈ R),
где a > 0. Изучим свойства этой функции. Случай a = 1 тривиален, и мы
его опускаем. Поскольку при 0 < a < 1 имеем b = 1

a > 1 и ax = 1
bx , то

достаточно изучить лишь свойства функции ax при a > 1.

Свойство 1. Для любого a > 1 и любых x′, x′′ ∈ R справедливо равен-
ство ax′ · ax′′

= ax′+x′′
.

Доказательство. Пусть r′n → x′, r′′n → x′′. Тогда r′n + r′′n → x′ + x′′ и

ax′ · ax′′
= lim

n→∞ ar′
n · lim

n→∞ ar′′
n = lim

n→∞ ar′
n · ar′′

n = lim
n→∞ ar′

n+r′′
n = ax′+x′′

.

Из свойства 1, в частности, вытекает, что a−x = 1
ax (x ∈ R).

Свойство 2. Функция y = ax (a > 1) строго возрастает на R.
Доказательство. Пусть x′ < x′′. Нужно доказать, что ax′

< ax′′
.

Для этого покажем сначала, что ax > 0 при любом x ∈ R. Пусть по-
следовательность рациональных чисел rn → x (n → ∞). Тогда суще-
ствует рациональное число r < rn (n ≥ N), и, значит, ar < arn , откуда
ar ≤ limn→∞ arn = ax. Но ar > 0, так что и ax > 0.

Умножим требуемое неравенство ax′
< ax′′

на a−x′
> 0. Получим эк-

вивалентное неравенство 1 < ax′′−x′
, где x′′ − x′ = z > 0. Таким образом,
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нужно показать, что az > 1 при любом действительном z > 0. Выберем
рациональное r, такое, что 0 < r < z, и последовательность рациональ-
ных чисел rn ≥ r, стремящуюся к z. Тогда az = limn→∞ arn ≥ ar > a0 = 1,
и тем самым завершается доказательство.

Свойство 3. Функция y = ax непрерывна на R.

Доказательство. Пусть x0 ∈ R. Тогда ax − ax0 = ax0 (ax−x0 − 1).
Поэтому достаточно показать, что limx→x0 ax−x0 = 1, или, что то же са-
мое, limt→0 at = 1. Используем определение предела функции в терминах
последовательностей. Пусть {tn} стремится к нулю. Тогда найдется по-
следовательность положительных рациональных чисел {rn}, стремяща-
яся к нулю и такая, что −rn ≤ tn ≤ rn. Тогда a−rn ≤ atn ≤ arn , т. е.
a−rn − 1 ≤ atn − 1 ≤ arn − 1. Из условия arn → a0 = 1 (n → ∞) следует,
что для любого ε > 0 найдется такое N1, что при любом n ≥ N1 справед-
ливо неравенство arn − 1 < ε. Далее, поскольку a−rn → a0 = 1 (n → ∞),
то для любого ε > 0 найдется такое N2, что при всех n ≥ N2 справедливо
неравенство a−rn − 1 > −ε. Зададим ε > 0, найдем номера N1 и N2 и по-
ложим N = max (N1, N2). Тогда для n ≥ N получим −ε < atn −1 < ε, т. е.
|atn − 1| < ε. Это означает, что limn→∞ atn = 1, а в силу произвольности
последовательности {tn} получаем, что limt→0 at = 1.

Свойство 4. Для любого a > 1 и любых x′, x′′ ∈ R справедливо равен-

ство
(
ax′

)x′′

= ax′·x′′
.

Доказательство. Сначала рассмотрим случай x′′ = r ∈ Q. Пусть
r′n → x′ (n → ∞). Тогда r′n · r → x′ · r (n → ∞) и

(
ar′

n

)r

= ar′
n·r →

ax′·r (n → ∞). С другой стороны, так как ar′
n → ax′

(n → ∞), то на осно-
вании непрерывности степенной функции с рациональным показателем r

получаем, что
(
ar′

n

)r

→
(
ax′

)r

(n → ∞), откуда, в силу единственности

предела, следует, что
(
ax′

)r

= ax′·r.

Пусть теперь произвольные x′, x′′ ∈ R. Используя доказанный случай,
получим

(
ax′)x′′

= lim
n→∞

(
ax′)r′′

n

= lim
n→∞ ax′·r′′

n = ax′·x′′
.
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Свойство 5. Если a > 1, то limx→+∞ ax = +∞, limx→−∞ ax = 0.

Доказательство. Используя неравенство Бернулли, получим

ax ≥ a[x] = (1 + α)[x] ≥ α[x] ≥ α(x − 1),

где α = a − 1 > 0. Отсюда следует, что limx→+∞ ax = +∞. Так как
a−x = 1

ax , то при x → −∞ имеем −x → +∞ и a−x = 1
ax → +∞, так что

ax → 0 при x → −∞.

Упражнение. На основании полученных свойств показательной
функции постройте графики показательной функции при различных зна-
чениях a > 0.

4.9.3 Логарифмическая функция

Пусть a > 1. Тогда функция f(x) = ax строго возрастает на (−∞,+∞) и
непрерывна. По теореме об обратной функции у f существует непрерыв-
ная, строго возрастающая обратная функция f−1, определенная на мно-
жестве положительных чисел, областью значений которой является все
множество R. Эта функция называется логарифмической. При 0 < a < 1

логарифмическая функция определяется аналогично. Она обладает та-
кими же свойствами, за исключением того, что она строго убывающая.

Так как функции ax и loga x взаимно обратные, то имеют место сле-
дующие равенства:

aloga x = x (x > 0) и loga ax = x (x ∈ R).

Отсюда и из свойств показательной функции вытекают следующие свой-
ства логарифмов, в формулировке которых a, b > 0, a, b �= 1, x′, x′′, x >

0, α ∈ R:

1) loga (x′ · x′′) = loga x′ + loga x′′;

2) loga
x′
x′′ = loga x′ − loga x′′;

3) loga xα = α loga x;

4) loga x = logb x
logb a .
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Часто в основании показательной функции берут число e. Функцию
y = ex называют экспоненциальной. Обратную к ней функцию, т. е. лога-
рифм по основанию e, называют натуральным логарифмом и обозначают
lnx = loge x.

Упражнение. На основании определения и свойств постройте гра-
фики логарифмической функции y = loga x при различных значениях
a > 0, a �= 1.

4.9.4 Степенная функция с действительным
показателем

Ранее рассматривалась степенная функция y = xz с целым показателем
z, а также функция y = n

√
x для натуральных n.

Степенной функцией с действительным показателем α ∈ R называ-
ется функция xα = eα ln x, определенная для x > 0. Степенная функция
непрерывна. Ее непрерывность вытекает из непрерывности показатель-
ной и логарифмической функций и из теоремы о непрерывности сложной
функции. При α > 0 функция xα строго возрастает от 0 до +∞, а при
α < 0 – строго убывает от +∞ до 0.

Упражнение. На основании определения и свойств постройте гра-
фики степенной функции y = xα при различных значениях α.

4.10 Второй замечательный предел

Вторым замечательным пределом принято называть следующий предел:

lim
x→0

(1 + x)
1
x ,

или, что то же самое,

lim
x→∞

(
1 +

1
x

)x

.

Докажем, что этот предел равен e. Ранее число e было определено как
предел последовательности

(
1 + 1

n

)n. Пусть {xk} – последовательность
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положительных чисел, стремящаяся к нулю. Тогда выберем последова-
тельность натуральных чисел nk, такую, что nk ≤ 1

xk
< nk + 1, т. е. поло-

жим nk =
[

1
xk

]
. Так как {nk} – подпоследовательность натуральных чи-

сел, то подпоследовательность
(
1 + 1

nk

)nk

последовательности
(
1 + 1

n

)n

стремится к e. Отсюда и из неравенств(
1 + 1

nk+1

)nk+1

(
1 + 1

nk+1

) =
(

1 +
1

nk + 1

)nk

≤ (1 + xk)
1

xk ≤

≤
(

1 +
1
nk

)nk+1

=
(

1 +
1
nk

)nk
(

1 +
1
nk

)
,

применяя теорему о трех пределах, получаем

lim
k→∞

(1 + xk)
1

xk = e.

Так как {xk} – произвольная последовательность положительных чисел,
стремящаяся к нулю, то, в силу определения предела по Гейне,

lim
x→0+

(1 + x)
1
x = e.

Покажем, что limx→0−(1 + x)
1
x = e. Пусть xk → 0 − (k → ∞). Тогда,

начиная с некоторого номера, справедливо неравенство xk > −1. Можем
считать, что xk > −1 при всех k = 1, 2, . . . . Тогда yk = −xk > 0 и yk →
0 + (k → ∞). Имеем

lim
k→∞

(1 + xk)
1

xk = lim
k→∞

(1 − yk)−
1

yk =

= lim
k→∞

(
1 +

yk

1 − yk

) 1
yk

= lim
k→∞

⎡⎣(1 +
yk

1 − yk

) 1−yk
yk

⎤⎦
1

1−yk

.

Обозначим zk = yk

1−yk
. Тогда zk → 0+, и поэтому получим

lim
k→∞

(1 + xk)
1

xk = lim
k→∞

[
(1 + zk)

1
zk

]zk+1

=

= lim
k→∞

(1 + zk) (1 + zk)
1

zk = e.
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Так как {xk} – произвольная последовательность отрицательных чисел,
стремящаяся к нулю, то, в силу определения предела по Гейне,

lim
x→0−

(1 + x)
1
x = e.

Итак, мы доказали, что (1 + x)
1
x → e при x → 0+ и при x → 0−.

Поэтому и
lim
x→0

(1 + x)
1
x = e.

Этот предел можно переписать в следующем эквивалентном виде:

lim
x→∞

(
1 +

1
x

)x

= e.

Следствие 1. Докажем, что

lim
x→0

ln(1 + x)
x

= 1.

Так как (1 + x)
1
x → e (x → 0) и функция z = ln y непрерывна, то

ln(1 + x)
x

= ln(1 + x)
1
x → ln e = 1 (x → 0).

Следствие 2. Докажем, что

lim
x→0

ax − 1
x

= ln a (a > 0).

При a = 1 это равенство очевидно. Пусть a �= 1. Положим ax − 1 = y.
Тогда x = loga(1+y) = ln(1+y)

ln a и y → 0 при x → 0. Используя следствие 1,
находим

lim
x→0

ax − 1
x

= lim
y→0

y · ln a

ln(y + 1)
= ln a.

Следствие 3. Используя свойства 1 и 2, для α ∈ R получаем

lim
x→0

(1 + x)α − 1
x

= lim
x→0

eα ln(1+x) − 1
α ln(1 + x)

· α ln(1 + x)
x

= α,

т. е.
lim
x→0

(1 + x)α − 1
x

= α (α ∈ R).
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Сравнение логарифмической, степенной и показательной
функций. Покажем, что справедливы следующие равенства:

1) lim
x→+∞

xα

ax
= 0 (α > 0, a > 1);

2) lim
x→+∞

loga x

xα
= 0 (a > 1, α > 0).

Для доказательства 1) докажем сначала, что limx→+∞ x
bx = 0 (b > 1).

Выберем последовательность xk → +∞ (k → ∞) и положим nk = [xk].
Тогда

0 <
xk

bxk
≤ nk + 1

bnk
=

nk

bnk
· nk + 1

nk
.

Так как {nk} – подпоследовательность натуральных чисел и, как было
показано ранее, limn→∞ n

bn = 0 (b > 1), то, в силу произвольности {xk},
получаем, что limx→+∞ x

bx = 0.
Теперь имеем

xα

ax
=
(

x

a
1
α ·x

)α

=
( x

bx

)α

,

где b = a
1
α > 1. Так как α > 0 и x

bx → 0 при x → +∞, то и
(

x
bx

)α → 0 (x →
+∞). Этим доказано 1).

Из 1) получим 2), если обозначим xα = at. Действительно, условие
x → +∞ равносильно тому, что t → +∞ и поэтому

lim
x→+∞

loga x

xα
= lim

t→+∞
loga (at)

1
α

at
=

1
α

lim
t→+∞

t

at
= 0.

4.11 Равномерная непрерывность. Теорема
Кантора

Пусть функция f непрерывна на некотором множестве E. Это означает,
что f непрерывна в каждой точке x0 ∈ E, т. е. для каждой x0 ∈ E и для
любого ε > 0 найдется такое δ > 0, зависящее, вообще говоря, от x0 и от ε,
что для всех x ∈ E, удовлетворяющих условию |x − x0| < δ, справедливо
неравенство |f(x) − f (x0)| < ε. Иначе говоря, если x близко к x0, то и
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f(x) мало отличается от f (x0). Степень близости x к x0 определяется
числом δ, которое зависит от точки x0, т. е. в каждой точке x0 имеется
своя мера близости x к x0. В ряде задач требуется, чтобы степень близости
аргументов, обеспечивающая близость значений функции, не зависела от
того, где находятся эти аргументы. Это свойство выражает равномерную
непрерывность функции.

Определение. Функция f , определенная на промежутке I, назы-
вается равномерно непрерывной на этом промежутке, если для любо-
го ε > 0 найдется такое δ > 0, зависящее только от ε, что для всех
x′, x′′ ∈ I, удовлетворяющих условию |x′ − x′′| < δ, справедливо нера-
венство |f (x′) − f (x′′)| < ε.

Это определение означает, что для любой пары близких точек соответ-
ствующие значения функции мало отличаются друг от друга. Отметим,
что понятие равномерной непрерывности имеет смысл только на некото-
ром множестве, в то время как свойство непрерывности может рассмат-
риваться в отдельно взятой точке области определения функции. Полезно
сравнить определения непрерывности функции f на множестве E и рав-
номерной непрерывности на этом же множестве, записанные в кванторах.
Определение непрерывности выглядит так:

∀x ∈ E ∀ε > 0 ∃δ > 0 : ∀y ∈ E |x − y| < δ ⇒ |f(x) − f(y)| < ε,

а определение равномерной непрерывности – так:

∀ε > 0 ∃δ > 0 : ∀x ∈ E ∀y ∈ E |x − y| < δ ⇒ |f(x) − f(y)| < ε.

Различие в этих двух определениях состоит в том, что квантор ∀x ∈ E

изменяет свое положение.

Пример 1. Пусть f(x) = sinx, x ∈ R. Эта функция равномерно непре-
рывна на R. В самом деле,

|sin x′ − sin x′′| =
∣∣∣∣2 sin

x′ − x′′

2
cos

x′ + x′′

2

∣∣∣∣ ≤ |x′ − x′′| < ε,

если только |x′ − x′′| < δ ≡ ε.
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Пример 2. Функция f(x) = 1
x непрерывна на множестве (0,+∞) (т. е.

в каждой точке x0 ∈ (0,+∞)), но не является равномерно непрерывной
на (0,+∞). В самом деле, f

(
1

n+1

)
− f

(
1
n

)
= n + 1 − n = 1, хотя точки

1
n и 1

n+1 могут быть сколь угодно близкими. Точнее, мы показали, что
существует ε0 = 1, такое, что для любого δ > 0 существуют x′ = 1

n+1

и x′′ = 1
n , такие, что |x′ − x′′| = 1

n(n+1) < 1
n < δ (для этого достаточно

выбрать n таким, что n > 1
δ ) и |f (x′) − f (x′′)| ≥ ε0 = 1.

В этом примере функция f(x) = 1
x не является равномерно непрерыв-

ной на (0,+∞), т. к. двум близким точкам вблизи нуля могут соответство-
вать далекие значения функции. Если же рассмотреть сужение функции
f(x) = 1

x на множество [δ0,+∞), где фиксированное δ0 > 0, то получен-
ная функция будет равномерно непрерывной на [δ0,+∞). В самом деле,
поскольку x′, x′′ ≥ δ0, то∣∣∣∣ 1

x′ −
1
x′′

∣∣∣∣ =
|x′ − x′′|
x′ · x′′ ≤ 1

δ2
0

|x′ − x′′| < ε,

если только |x′ − x′′| < δ ≡ ε · δ2
0 .

Может показаться, что функция f(x) = 1
x не является равномерно

непрерывной на (0,+∞) лишь потому, что она неограничена на этом мно-
жестве. На самом деле это не так, что показывает следующий пример.

Пример 3. Пусть f(x) = sin 1
x (0 < x < +∞). Эта функция ограниче-

на, непрерывна на (0,+∞), но не является равномерно непрерывной на
этом множестве. В самом деле, легко можно подобрать значения x′ > 0

и x′′ > 0 так, чтобы |x′ − x′′| было меньшим любого наперед заданного
δ > 0 и, вместе с тем, sin 1

x′ = 1, sin 1
x′′ = −1. Тогда sin 1

x′ − sin 1
x′′ = 2,

т. е. существует ε0 = 2, такое, что для любого δ > 0 найдутся x′, x′′ > 0,
такие, что |x′ − x′′| < δ и

∣∣sin 1
x′ − sin 1

x′′
∣∣ ≥ ε0 = 2. Это и означает, что

функция sin 1
x не является равномерно непрерывной на (0,+∞).

Итак, рассмотренные примеры показывают, что не каждая непрерыв-
ная на некотором множестве функция является равномерно непрерывной
на этом множестве. Обратное же, очевидно, всегда имеет место, т. е. из
равномерной непрерывности функции на некотором множестве вытекает
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непрерывность функции в каждой точке этого множества (т. е. непрерыв-
ность на множестве). Другими словами, равномерная непрерывность – бо-
лее сильное требование, нежели непрерывность. Следующая теорема дает
условие на область определения функции, при котором из непрерывности
функции на этом множестве следует ее равномерная непрерывность.

Теорема Кантора. Непрерывная на отрезке функция равномерно
непрерывна на этом отрезке.

Доказательство. Докажем методом от противного, используя лем-
му Больцано – Вейерштрасса. Предположим, что непрерывная на отрез-
ке [a, b] функция f не является равномерно непрерывной на этом от-
резке. Это означает, что существует такое ε0 > 0, что для любого δ >

0 найдутся точки x′, x′′ ∈ [a, b], такие, что |x′ − x′′| < δ, и при этом
|f (x′) − f (x′′)| ≥ ε0. Полагая δ = 1

n (n = 1, 2, . . . ), построим соответ-
ствующие точки x′

n, x′′
n. Возьмем последовательность точек x′

n и, поль-
зуясь леммой Больцано – Вейерштрасса, выделим из нее сходящуюся
подпоследовательность

{
x′

nk

}
. Пусть limk→∞ x′

nk
= c ∈ [a, b]. Из усло-

вия
∣∣x′

nk
− x′′

nk

∣∣ < 1
nk

следует также, что x′′
nk

→ c (k → ∞), поскольку∣∣x′′
nk

− c
∣∣ ≤ ∣∣x′

nk
− x′′

nk

∣∣ +
∣∣x′

nk
− c

∣∣. Но тогда из непрерывности функции
f в точке c ∈ [a, b] следует, что f

(
x′

nk

) → f(c) (k → ∞) и f
(
x′′

nk

) →
f(c) (k → ∞). Отсюда и из неравенства∣∣f (x′

nk

)− f
(
x′′

nk

)∣∣ ≤ ∣∣f (x′
nk

)− f(c)
∣∣+

∣∣f (x′′
nk

)− f(c)
∣∣

вытекает, что левая часть может быть сделана сколь угодно малой при
достаточно большом k, а это противоречит тому, что

∣∣f (x′
nk

)− f
(
x′′

nk

)∣∣ ≥
ε0 > 0.

4.12 Эквивалентные функции. Символы Ландау

Определение. Пусть функции f и g отличны от нуля в проколотой
окрестности точки x0 (равной, быть может, +∞, −∞ или ∞). Говорят,
что функции f и g эквивалентны при x → x0, если limx→x0

f(x)
g(x) = 1.

Обозначают это так: f(x) ∼ g(x) (x → x0).
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В терминах этого определения найденные ранее пределы можно пере-
писать следующим образом (все соотношения формулируются для случая
x → 0):

sin x ∼ x, tg x ∼ x,

1 − cos x ∼ 1
2
x2, arcsinx ∼ x,

arctg x ∼ x, ax − 1 ∼ x · ln a,

loga(1 + x) ∼ x

ln a
, (1 + x)α − 1 ∼ α · x.

Эти соотношения останутся в силе, если в них вместо переменной x запи-
сать отличную от нуля функцию ϕ(x), стремящуюся к нулю при x → x0.
Например, sin x2 ∼ x2 (x → 0), tg 1

x ∼ 1
x (x → ∞), tg sin(x − 1)2 ∼

sin(x − 1)2 ∼ (x − 1)2 (x → 1).

Теорема (применение эквивалентных функций для нахожде-
ния пределов). Пусть f(x) ∼ f1(x) и g(x) ∼ g1(x) при x → x0 и пусть
существует limx→x0

f1(x)
g1(x) = A. Тогда существует limx→x0

f(x)
g(x) = A.

Доказательство. По определению эквивалентных функций, исполь-
зуя арифметические свойства пределов, получаем

lim
x→x0

f(x)
g(x)

= lim
x→x0

f(x)
f1(x)

· g1(x)
g(x)

· f1(x)
g1(x)

= 1 · 1 · A = A,

и теорема доказана.

Доказанная теорема означает, что при вычислении пределов в про-
изведении и в частном функции можно заменять эквивалентными. При
этом существование предела и его величина не изменяются.

Пример.

lim
x→0

arcsin x · (ex − 1)
1 − cos x

= lim
x→0

x · x
x2

2

= 2.

Сравнение бесконечно больших и бесконечно малых. Симво-
лами Ландау называются символы o и O. Дадим определение.

Определение.Пусть функции f и g определены в проколотой окрест-
ности точки x0 (конечного или бесконечного) и g(x) �= 0. Говорят, что f(x)
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является o-малой относительно g(x) при x → x0, если limx→x0
f(x)
g(x) = 0.

Обозначают это так: f(x) = o(g(x)) (x → x0).

Если f(x) → 0, g(x) → 0 и f(x) = o(g(x)) при x → x0, то говорят,
что f(x) является бесконечно малой более высокого порядка, чем g(x),
при x → x0. Если же f(x) → ∞, g(x) → ∞ и f(x) = o(g(x)) при x → x0,
то говорят, что g(x) стремится к бесконечности быстрее, чем f(x), при
x → x0. Например, sin x2 = o(x) (x → 0), tg3 x · sin 1

x = o
(
x2
)

(x → 0).

Определение.Пусть функции f и g определены в проколотой окрест-
ности x0 (конечного или бесконечного) и g(x) �= 0. Говорят, что f(x)

является O-большим относительно g(x) при x → x0, если существует
такая проколотая окрестность Uδ точки x0, что для всех x ∈ Uδ спра-
ведливо неравенство |f(x)| ≤ c · |g(x)|, где постоянная c не зависит от
x (но может зависеть от окрестности Uδ). Обозначают это так: f(x) =

O(g(x)) (x → x0).

Например, x2 + 2x3 = O
(
x2
)

(x → 0), x2 + 2x3 = O
(
x3
)

(x → ∞).

Теорема. Пусть существует limx→x0

∣∣∣ f(x)
g(x)

∣∣∣ = K, где 0 ≤ K < +∞.
Тогда f(x) = O(g(x)).

Доказательство. Рассматриваем случай x0 ∈ R. Зададим ε = 1 и
найдем такое δ > 0, что для всех x, удовлетворяющих условию |x − x0| <

δ, справедливо неравенство
∣∣∣∣∣∣ f(x)

g(x)

∣∣∣− K
∣∣∣ < 1. Последнее неравенство рав-

носильно тому, что

K − 1 <

∣∣∣∣f(x)
g(x)

∣∣∣∣ < K + 1.

Умножая правое неравенство на |g(x)|, получаем утверждение теоремы.

Теорема (критерий эквивалентности функций). Для того что-
бы отличные от нуля функции f и g были эквивалентными при x →
x0, необходимо и достаточно, чтобы было выполнено равенство f(x) =

g(x) + o(g(x)) (x → x0).

Доказательство. Необходимость. Пусть f(x) ∼ g(x) при x → x0.
Тогда f(x)

g(x) − 1 → 0 (x → x0), т. е.
f(x)
g(x) − 1 = h(x), где h(x) → 0 (x → x0).
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Отсюда следует, что f(x) = g(x) + g(x) · h(x). Но g(x)·h(x)
g(x) = h(x), т. е.

g(x) · h(x) = o(g(x)) (x → x0).
Достаточность. Если f(x) = g(x) + o(g(x)) (x → x0), то

f(x)
g(x) = 1 +

o(g(x))
g(x) и поэтому limx→x0

f(x)
g(x) = 1.

Используя эту теорему, набор эквивалентных функций, выписанный
нами ранее, можно переписать в следующем виде (всюду x → 0):

sin x = x + o(x), tg x = x + o(x),

1 − cos x =
1
2
x2 + o(x2), arcsin x = x + o(x),

arctg x = x + o(x), ax − 1 = x ln a + o(x),

loga(1 + x) =
x

ln a
+ o(x), (1 + x)α − 1 = α · x + o(x).

С помощью этой таблицы можно вычислять пределы. Покажем это на
примерах.

Пример 1.

lim
x→0

ex − 3
√

1 + x

2 arctg x − arcsin x
= lim

x→0

ex − 1 − (
3
√

1 + x − 1
)

2 arctg x − arcsin x
=

= lim
x→0

x + o(x) − (
1
3x + o(x)

)
2 (x + o(x)) − (x + o(x))

= lim
x→0

2
3x + o(x)
x + o(x)

= lim
x→0

2
3 + o(x)

x

1 + o(x)
x

=
2
3
.

Пример 2. Раскрытие неопределенности [1∞]. Пусть α(x) → 0 (α(x) �=
0), β(x) → ∞ (x → x0). Тогда, в силу непрерывности показательной функ-
ции,

lim
x→x0

(1 + α(x))β(x) = lim
x→x0

eβ(x) ln(1+α(x)) = elimx→x0 β(x)(α(x)+o(α(x))).

Если существует limx→x0 α(x) · β(x) = A, то

lim
x→x0

β(x) (α(x) + o(α(x))) = lim
x→x0

β(x) · α(x) · α(x) + o(α(x))
α(x)

=

= lim
x→x0

β(x) · α(x)
(

1 +
o(α(x))
α(x)

)
= A.
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Поэтому
lim

x→x0
(1 + α(x))β(x) = eA.

Упражнение. Пусть limx→x0 α(x) = 0, limx→x0 β(x) = ∞. Доказать,
что limx→x0 (1 + α(x))β(x) = 0, если limx→x0 α(x) · β(x) = −∞. Если же
limx→x0 α(x) · β(x) = +∞, то limx→x0 (1 + α(x))β(x) = +∞.
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5. Дифференциальное исчисление функций

одной переменной

5.1 Дифференцируемость и производная

Определение 1. Пусть функция f определена на интервале (a, b) и
точка x0 ∈ (a, b). Если существует конечный предел limx→x0

f(x)−f(x0)
x−x0

, то
он называется производной функции f в точке x0 и обозначается f ′ (x0),
или df

dx (x0), Df (x0).

Определение 2. Пусть функция f определена на интервале (a, b) и
точка x0 ∈ (a, b). Функцию f будем называть дифференцируемой в точке
x0, если существует такая постоянная A (зависящая от x0 и не зависящая
от x), что справедливо равенство

f(x) − f (x0) = A (x − x0) + r(x),

где r(x) = o (x − x0) (x → x0).

Короче определение дифференцируемости можно записать в следую-
щем виде:

f(x) − f (x0) = A (x − x0) + o (x − x0) (x → x0) .

Покажем, что эти два определения эквивалентны в том смысле, что
дифференцируемость функции равносильна существованию производной.

Теорема. Функция f дифференцируема в точке x0 ∈ (a, b) тогда и
только тогда, когда у f существует производная в точке x0.

Доказательство. Пусть f дифференцируема в точке x0. Это озна-
чает, что f(x) − f (x0) = A (x − x0) + o (x − x0), где A не зависит от x.
Отсюда получаем

f(x) − f (x0)
x − x0

= A +
o (x − x0)

x − x0
.
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Тогда, учитывая определение символа o, имеем

lim
x→x0

f(x) − f (x0)
x − x0

= A + lim
x→x0

o (x − x0)
x − x0

= A,

т. е. существует f ′ (x0) = A.
Обратно, если существует

lim
x→x0

f(x) − f (x0)
x − x0

= f ′ (x0) ,

то
f(x) − f (x0)

x − x0
− f ′ (x0) = r1(x),

где r1(x) → 0 (x → x0). Отсюда следует, что

f(x) − f (x0) = f ′ (x0) (x − x0) + r1(x) (x − x0) .

Обозначим r(x) = r1(x) (x − x0). Тогда r(x) = o (x − x0), т. е.

f(x) − f (x0) = f ′ (x0) (x − x0) + o (x − x0) (x → x0) ,

а это и означает, что f дифференцируема в точке x0, причем A = f ′ (x0).

Итак, условие дифференцируемости равносильно наличию производ-
ной. Смысл дифференцируемости состоит в том, что в некоторой окрест-
ности точки x0 функция f представима в виде линейной функции l(x) =

f (x0)+f ′ (x0) (x − x0) приближенно с точностью до величины бесконечно
малой более высокого порядка, чем (x − x0) при x → x0.

Связь между дифференцируемостью и непрерывностью устанавлива-
ет следующая

Теорема. Если функция f дифференцируема в точке x0, то она непре-
рывна в этой точке.

Доказательство. Дифференцируемость f означает, что

f(x) − f (x0) = A (x − x0) + o (x − x0) (x → x0) .

Отсюда следует, что limx→x0 (f(x) − f (x0)) = 0, т. е. limx→x0 f(x) = f (x0),
и тем самым теорема доказана.
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Обратное утверждение неверно. Именно, из непрерывности функции f

не следует ее дифференцируемость. Примером может служить функция
f(x) = |x|, непрерывная в точке x0 = 0, для которой выражение

f(x) − f (x0)
x − x0

=
|x|
x

= signx

не имеет предела при x → 0 и, следовательно, функция f не имеет про-
изводной в точке x0 = 0. Значит, f не является дифференцируемой в
нуле.

Итак, непрерывность – это необходимое, но не достаточное условие
дифференцируемости. Другими словами, если функция разрывна в точке
x0, то она недифференцируема в этой точке. Обратное неверно.

x

y

0 x0 x

f(x0)

f(x)

M0
•

M
• y = f(x)

α(x)

α0

С геометрической точки зрения производная f ′ (x0) представляет со-
бой тангенс угла наклона касательной к графику функции y = f(x) в
точке M0 (x0, f (x0)). При этом касательной к графику функции f в точ-
ке M0 называется предельное положение секущей M0M при стремлении
точки M (x, f(x)) вдоль кривой y = f(x) к точке M0. В самом деле, ес-
ли функция f дифференцируема в точке x0, то при стремлении M к M0

вдоль кривой y = f(x) секущая M0M имеет тангенс угла наклона, равный

tg α(x) =
f(x) − f (x0)

x − x0
,
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и при x → x0 точка M стремится к M0 вдоль кривой y = f(x). Так как

f(x) − f (x0)
x − x0

→ f ′ (x0) (x → x0) ,

то tg α(x) → f ′ (x0) при x → x0, т. е. секущая стремится занять некоторое
предельное положение, тангенс угла наклона α0 которого равен f ′ (x0).
Отсюда получаем уравнение касательной к графику дифференцируемой
в точке x0 функции y = f(x):

k(x) = f (x0) + f ′ (x0) (x − x0) .

Примеры. После доказательства критерия эквивалентности функ-
ций была приведена таблица эквивалентных функций, из которой мо-
жем установить дифференцируемость некоторых функций. Например,
если равенство sin x = x + o(x) (x → 0) записать в виде sin x − sin 0 =

1 · (x − 0) + o(x − 0), то видим, что функция f(x) = sinx дифференци-
руема в точке x0 = 0 и ее производная в этой точке равна 1. Это можно
также установить, пользуясь определением производной:

lim
x→x0

f(x) − f (x0)
x − x0

= lim
x→0

sin x − sin 0
x − 0

= lim
x→0

sin x

x
= 1.

Приведем еще один пример:

ax − 1 = x · ln a + o(x) (x → 0) ⇔ ax − a0 = ln a(x− 0) + o(x− 0) (x → 0),

т. е. функция f(x) = ax дифференцируема в точке x0 = 0 и ее производная
в этой точке равна ln a.

Упражнение. Рассмотрите все остальные примеры из указанной таб-
лицы.

Определение. Пусть функция f определена в некоторой правой по-
луокрестности [x0, x0 + δ) точки x0. Если существует конечный предел

lim
h→0+

f (x0 + h) − f (x0)
h

= lim
x→x0+0

f(x) − f (x0)
x − x0

,

то его называют правой производной функции f в точке x0 и обозначают
f ′
+ (x0). Аналогично определяется производная слева f ′

− (x0) функции f

в точке x0.
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Пусть функция f определена в некоторой окрестности точки x0. Легко
видеть, что

a) если существует f ′
+ (x0), то f непрерывна справа в точке x0;

b) если существует f ′
− (x0), то f непрерывна слева в точке x0;

c) если существуют f ′
+ (x0) и f ′

− (x0), то f непрерывна в точке x0;
d) для того чтобы f была дифференцируемой в точке x0, необходимо

и достаточно, чтобы у нее существовали производные слева и справа и
они были равными друг другу.

Пример. Пусть f(x) = |x|, x0 = 0. Тогда легко видеть, что f ′
+ (0) = 1,

f ′
− (0) = −1.

5.2 Дифференцируемость и арифметические
операции

Теорема. Пусть функции f и g определены на интервале (a, b) и
дифференцируемы в точке x0. Тогда

a) функция f + g дифференцируема в точке x0 и

(f + g)′ (x0) = f ′ (x0) + g′ (x0) ;

b) функция f · g дифференцируема в точке x0 и

(f · g)′ (x0) = f ′ (x0) g (x0) + f (x0) g′ (x0) ;

c) если g(x) �= 0 (x ∈ (a, b)), то функция f
g дифференцируема в точке

x0 и (
f

g

)′
(x0) =

f ′ (x0) g (x0) − g′ (x0) f (x0)
g2 (x0)

.

Доказательство. Утверждение a) очевидно. Докажем b). Имеем

(f · g)(x) − (f · g) (x0)
x − x0

=
f(x)g(x) − f (x0) g (x0)

x − x0
=

=
f(x)g(x) − f (x0) g(x) + f (x0) g(x) − f (x0) g (x0)

x − x0
=
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=
f(x) − f (x0)

x − x0
· g(x) + f (x0)

g(x) − g (x0)
x − x0

.

Используя непрерывность функции g в точке x0, которая следует из диф-
ференцируемости, переходя к пределу при x → x0, получаем b).

Для доказательства c) рассмотрим сначала случай f(x) ≡ 1. Тогда

1
g(x) − 1

g(x0)

x − x0
= −g(x) − g (x0)

x − x0
· 1
g(x)g (x0)

→ − g′ (x0)
g2 (x0)

(x → x0) .

В общем случае, применяя утверждение b), получим(
f

g

)′
(x0) =

(
f · 1

g

)′
(x0) = f ′ (x0) · 1

g (x0)
+ f (x0)

(
1
g

)′
(x0) =

= f ′ (x0) · 1
g (x0)

− f (x0) · g′ (x0)
g2 (x0)

=
f ′ (x0) g (x0) − g′ (x0) f (x0)

g2 (x0)
.

Замечание. Непосредственно из определения производной следует,
что (c · f)′ (x0) = c · f ′ (x0), где c – постоянная. Поэтому, используя часть
a) доказанной теоремы, получаем, что операция дифференцирования яв-
ляется линейной операцией, т. е. производная линейной комбинации двух
дифференцируемых функций равна линейной комбинации их производ-
ных –

(α · f + β · g)′ (x0) = α · f ′ (x0) + β · g′ (x0) ,

где α и β – постоянные.

5.3 Производная сложной и обратной функций

Теорема (о производной композиции). Пусть функция f опре-
делена на интервале I и дифференцируема в точке x0 ∈ I, а функция g

определена на интервале J ⊃ f(I) и дифференцируема в соответству-
ющей точке y0 = f (x0) ∈ J . Тогда сложная функция ϕ(x) = g(f(x))

дифференцируема в точке x0, причем

ϕ′ (x0) = g′ (f (x0)) · f ′ (x0) .
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Доказательство. Так как функция g дифференцируема в точке y0,
то

g(y) − g (y0) = g′ (y0) (y − y0) + r(y) (y − y0) , (5.1)

где limy→y0 r(y) = 0. Доопределим функцию r в точке y0 по непрерывно-
сти, положив r (y0) = 0. В равенстве (5.1) считаем, что y = f(x). Тогда
получим

ϕ(x) − ϕ (x0) = g′ (y0) (f(x) − f (x0)) + r(f(x)) (f(x) − f (x0)) .

Разделив это равенство на x − x0 и устремив x → x0, получаем

lim
x→x0

ϕ(x) − ϕ (x0)
x − x0

=

= g′ (f (x0)) lim
x→x0

f(x) − f (x0)
x − x0

+ lim
x→x0

r(f(x))
f(x) − f (x0)

x − x0
.

Последний предел справа равен нулю, поскольку limx→x0 r(f(x)) = 0

(по теореме о непрерывности сложной функции) и limx→x0
f(x)−f(x0)

x−x0
=

f ′ (x0). Итак, получили, что ϕ′ (x0) = g′ (f (x0)) · f ′ (x0).

Теорема (о производной обратной функции). Пусть функция f

строго возрастает на интервале I, непрерывна на I, дифференцируема
в точке x0 ∈ I и f ′ (x0) �= 0. Тогда обратная функция g = f−1 дифферен-
цируема в точке y0 = f (x0), причем g′ (y0) = 1

f ′(x0)
.

Доказательство. Рассмотрим разностное отношение g(y)−g(y0)
y−y0

. Обо-
значим x = g(y). Тогда y = f(x) и

g(y) − g (y0)
y − y0

=
x − x0

f(x) − f (x0)
.

Поскольку функция g непрерывна (в силу теоремы о непрерывности об-
ратной функции), то при y → y0 имеем x = g(y) → g (y0) = x0, и поэтому

lim
y→y0

g(y) − g (y0)
y − y0

=
1

limx→x0
f(x)−f(x0)

x−x0

=
1

f ′ (x0)
,

т. е. существует предел левой части и он равен 1
f ′(x0)

.
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5.4 Производные основных элементарных
функций

1. Пусть f(x) ≡ C. Тогда, очевидно, f ′(x) = 0.

2. Пусть f(x) = xn (−∞ < x < +∞, n ∈ N). Тогда

(x + h)n − xn

h
=

1
h

[
n∑

k=0

Ck
nxn−khk − xn

]
=

1
h

n∑
k=1

Ck
nxn−khk =

=
n∑

k=1

Ck
nxn−khk−1 → nxn−1 (h → 0).

Отсюда следует, что f ′(x) = (xn)′ = nxn−1.

3. Пусть f(x) = 1
x (x �= 0). Тогда

1
h

(
1

x + h
− 1

x

)
=

1
h
· −h

x(x + h)
= − 1

x(x + h)
→ − 1

x2
(h → 0).

Итак,
(

1
x

)′ = − 1
x2 .

4. Пусть f(x) = xα (x > 0, α ∈ R). Тогда

1
h

((x + h)α − xα) =
xα

h

((
1 +

h

x

)α

− 1
)

=

=
xα

h
·
(
1 + h

x

)α − 1
h
x

· h

x
→ α · xα−1 (h → 0),

т. е. (xα)′ = α · xα−1.

5. Пусть f(x) = ax (−∞ < x < +∞, a > 0, a �= 1). Тогда

1
h

(
ax+h − ax

)
=

ax

h

(
ah − 1

) → ax · ln a (h → 0),

т. е. (ax)′ = ax · ln a.

6. Пусть f(x) = loga x (x > 0). Тогда

1
h

(loga(x + h) − loga x) =
1
h

loga

(
1 +

h

x

)
=
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=
1
h

loga

(
1 + h

x

)
h
x

→ 1
ln a

· 1
x

(h → 0),

т. е. (loga x)′ = 1
x·ln a .

7. Пусть f(x) = sinx (−∞ < x < +∞). Тогда

1
h

(sin (x + h) − sin x) =
1
h

(sin x cos h + cos x sin h − sin x) =

=
1
h

sin x(cosh − 1) + cos x · sin h

h
→ cos x (h → 0),

т. е. (sinx)′ = cos x.

8. Аналогично получаем, что (cos x)′ = − sin x.

9. Пусть f(x) = tg x
(
x �= π

2 + πn, n ∈ Z
)
. Тогда

(tg x)′ =
(

sin x

cos x

)′
=

cos x · cos x − (− sin x) · sin x

cos2 x
=

1
cos2 x

.

10. Пусть f(x) = ctg x (x �= πn, n ∈ Z). Тогда

(ctg x)′ =
(
(tg x)−1

)′
= −(tg x)−2 · 1

cos2 x
= − 1

sin2 x
.

11. Пусть y = arcsin x (−1 < x < 1), т. е. −π
2 < y < π

2 . По теореме о
производной обратной функции, y′

x = 1
x′

y
, где x = sin y, т. е.

y′
x =

1
(sin y)′y

=
1

cos(arcsinx)
.

Но cos y = ±
√

1 − sin2 y, причем перед корнем нужно взять знак ” + ”,
поскольку при −π

2 < y < π
2 имеем cos y > 0. Отсюда cos(arcsinx) =√

1 − sin2(arcsin x) =
√

1 − x2, т. е.

(arcsinx)′ =
1√

1 − x2
(−1 < x < 1).

12. Пусть y = arccos x (−1 < x < 1), т. е. 0 < y < π. Как и в предыду-
щем примере, получаем

y′
x =

1
x′

y

=
1

(cos y)′y
= − 1

sin y
= − 1

sin(arccosx)
= − 1√

1 − x2
.
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При этом, как и выше, мы воспользовались равенством sin(arccosx) =√
1 − cos2(arccos x) =

√
1 − x2.

13. Пусть y = arctg x (−∞ < x < +∞). Как и в предыдущих двух
примерах, имеем

y′
x =

1
x′

y

=
1

(tg y)′y
=

1
1

cos2 y

= cos2 y =
1

1 + tg2 y
=

1
1 + x2

.

14. Пусть y = arcctg x (−∞ < x < +∞). Тогда

y′
x =

1
x′

y

=
1

(ctg y)′y
= − sin2 y = − 1

1 + ctg2 y
= − 1

1 + x2
.

15. Пусть f(x) = shx = ex−e−x

2 (−∞ < x < +∞). Тогда, как легко
вычислить,

(shx)′ = chx.

16. Пусть f(x) = chx = ex+e−x

2 (−∞ < x < +∞). Тогда, как легко
вычислить,

(chx)′ = sh x.

17. Пусть fx) = thx = sh x
ch x (−∞ < x < +∞). Тогда, как легко вычис-

лить,
(thx)′ =

1
ch2 x

.

18. Пусть f(x) = cthx = ch x
sh x = 1

th x (x �= 0). Тогда, как легко вычис-
лить,

(cthx)′ = − 1
th2 x

· 1
ch2 x

= − 1
sh2 x

.

Пример 1. Пусть f(x) = ln
(
x +

√
x2 + 1

)
. Тогда

f ′(x) =
1

x +
√

x2 + 1

(
1 +

2x

2
√

x2 + 1

)
=

1√
x2 + 1

.

Пример 2. Пусть f(x) =
(
ln 1

x

)arcsin x. Для удобства дифференциро-
вания представим функцию f в таком виде:

f(x) = exp (arcsinx · ln(− lnx)) .
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Теперь легко вычислить производную

f ′(x) = exp (arcsinx · ln(− lnx))×

×
(

1√
1 − x2

ln(− lnx) + arcsin x · 1
− lnx

·
(
− 1

x

))
=

=
(

ln
1
x

)arcsin x

·
(

1√
1 − x2

ln
(

ln
1
x

)
+ arcsinx · 1

lnx
· 1
x

)
.

Пример 3. Пусть f(x) = |x|3. В окрестности точки x > 0 функ-
ция f(x) совпадает с функцией x3 и поэтому f ′(x) = 3x2 при x > 0.
В окрестности точки x < 0 функция f(x) совпадает с функцией −x3 и
поэтому f ′(x) = −3x2 при x < 0. В правой полуокрестности нуля функ-
ция f совпадает с функцией x3 и поэтому f ′

+(0) = 3x2|x=0 = 0. В левой
полуокрестности нуля функция f совпадает с функцией −x3 и поэтому
f ′
−(0) = −3x2|x=0 = 0. Поскольку в нуле левая и правая производные
функции f совпадают, то f дифференцируема в точке x = 0 и f ′(0) = 0.
Окончательно получили f ′(x) = 3x2 signx.

5.5 Основные теоремы дифференциального
исчисления

Теорема Ферма. Пусть функция f определена на интервале (a, b)

и в некоторой точке x0 ∈ (a, b) принимает наибольшее (наименьшее)
значение на этом интервале. Если существует f ′ (x0), то f ′ (x0) = 0.

Доказательство. Пусть x0 – точка максимума функции f . Рассмот-
рим разностное отношение f(x)−f(x0)

x−x0
. Так как f(x) ≤ f (x0), то при x > x0

имеем f(x)−f(x0)
x−x0

≤ 0 и, следовательно, f ′
+ (x0) ≤ 0. Если же x < x0, то

f(x)−f(x0)
x−x0

≥ 0 и поэтому f ′
− (x0) ≥ 0. Но из дифференцируемости функции

f в точке x0 следует, что f ′
+ (x0) = f ′

− (x0) = f ′ (x0). Поэтому f ′ (x0) = 0.
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С геометрической точки зрения теорема Ферма означает, что если в
точке экстремума у графика функции существует касательная, то она
параллельна оси Ox.

Замечание. У функции f(x) = |x|, (−1 < x < 1) в точке x0 = 0 име-
ется экстремум, но производной в нуле эта функция не имеет. Теорема
Ферма означает, что для поиска экстремума функции f во внутренних
точках области определения следует исследовать поведение функции f

лишь в тех точках, в которых производная обращается в нуль, либо не
существует. Экстремума не может быть в тех точках, в которых произ-
водная существует и отлична от нуля. Однако из равенства нулю про-
изводной в точке x0 не следует, что x0 – точка экстремума. Например,
у функции f(x) = x3 в точке x0 = 0 экстремума нет и в то же время
f ′(0) = 0.

Определение. Функция называется дифференцируемой на интерва-
ле, если она дифференцируема в каждой точке этого интервала.

Теорема Ролля. Пусть функция f

a) непрерывна на отрезке [a, b];

b) дифференцируема на интервале (a, b);

c) f(a) = f(b).

Тогда существует такая точка ξ ∈ (a, b), что f ′(ξ) = 0.

Доказательство. Так как f непрерывна на [a, b], то, в силу второй
теоремы Вейерштрасса, она достигает своих наибольшего и наименьшего
значений, т. е. существуют точки ξ1, ξ2, такие, что f (ξ1) = maxa≤x≤b f(x),
f (ξ2) = mina≤x≤b f(x). Если f (ξ1) = f (ξ2), то это означает, что f тож-
дественно постоянна на [a, b] и, следовательно, в каждой точке ξ ∈ (a, b)

справедливо равенство f ′(ξ) = 0. Если же f (ξ1) > f (ξ2), то хотя бы одно
из этих двух значений отлично от f(a) = f(b), т. е. хотя бы одна из двух
точек ξ1, ξ2 находится на интервале (a, b). Обозначим ее через ξ. Тогда на
(a, b) к функции f можно применить теорему Ферма. Именно, f диффе-
ренцируема в точке ξ и имеет в этой точке экстремум. Согласно теореме
Ферма, f ′(ξ) = 0.
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Следствие. Между двумя корнями дифференцируемой функции на-
ходится корень производной.

Пример. Уравнение нечетной степени x5 + x − 1 = 0 имеет действи-
тельный корень. Покажем, что он единственный. Обозначим y = x5+x−1.
Тогда y′ = 5x4 + 1 > 0 для всех x ∈ R. Если бы данное уравнение имело
еще хотя бы один корень, то, согласно следствию, нашлась бы точка, в
которой производная y′ обратилась бы в нуль, а это невозможно.

Теорема Лагранжа (формула конечных приращений). Пусть
функция f

a) непрерывна на отрезке [a, b];
b) дифференцируема на интервале (a, b).

Тогда существует такая точка ξ ∈ (a, b), что

f(b) − f(a)
b − a

= f ′(ξ).

Доказательство теоремы Лагранжа сводится к применению теоре-
мы Ролля. Запишем уравнение прямой l, проходящей через точки (a, f(a))

и (b, f(b)):

l(x) = f(a) +
f(b) − f(a)

b − a
(x − a).

Рассмотрим функцию F (x) = f(x) − l(x). Покажем, что для функции F

выполнены все условия теоремы Ролля. Непрерывность на [a, b] и диффе-
ренцируемость на (a, b) функции F следует из соответствующих свойств
функции f , данных по условию, и дифференцируемости линейной функ-
ции l. Далее, F (a) = f(a)− l(a) = 0, F (b) = f(b)− l(b) = 0. Применяя к F

теорему Ролля, найдем такую точку ξ ∈ (a, b), что F ′(ξ) = 0. Но

F ′(ξ) = f ′(ξ) − l′(ξ) = f ′(ξ) − f(b) − f(a)
b − a

= 0.

Отсюда следует утверждение теоремы.

Геометрический смысл теоремы Лагранжа состоит в том, что су-
ществует точка ξ ∈ (a, b), в которой касательная к графику функции
y = f(x) параллельна отрезку, соединяющему точки (a, f(a)) и (b, f(b)).
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Замечание. Теорема Ролля является частным случаем теоремы Лагран-
жа, в котором f(a) = f(b).

Равенство, полученное в теореме Лагранжа, можно переписать в таком
виде:

f(b) − f(a) = f ′(ξ)(b − a),

или
f(b) − f(a) = f ′(a + θ(b − a))(b − a),

где 0 < θ < 1. Ничего более конкретного о значении θ сказать нельзя. Два
последних равенства принято называть формулами конечных прираще-
ний.

Следствие 1. Пусть функция f на интервале (a, b) имеет ограни-
ченную производную. Тогда f равномерно непрерывна на (a, b).

Доказательство. Пусть |f ′(ξ)| ≤ M (ξ ∈ (a, b)). Тогда для любых
x1, x2 ∈ (a, b), согласно формуле конечных приращений,

|f (x1) − f (x2)| = |f ′(ξ)| · |x1 − x2| ≤ M |x1 − x2| , (5.2)

где ξ – точка из интервала с концами x1 и x2. Зададим ε > 0 и положим
δ = ε

M . Тогда для любых x1, x2 ∈ (a, b) из неравенства |x1 − x2| < δ и
из (5.2) следует, что |f (x1) − f (x2)| < ε, т. е. функция f равномерно
непрерывна на (a, b).

Итак, следствие 1 дает достаточное условие равномерной непрерывно-
сти дифференцируемой на (a, b) функции. Оно состоит в ограниченности
производной на (a, b). Это условие, однако, не является необходимым, т. е.
из равномерной непрерывности не следует ограниченность производной.
Например, функция f(x) =

√
x равномерно непрерывна на отрезке [0, 1]

(это сразу следует из ее непрерывности и из теоремы Кантора), а следо-
вательно, эта функция равномерно непрерывна и на интервале (0, 1). В
то же время производная f ′(x) = 1

2
√

x
неограничена на (0, 1).

Рассмотрим еще один важный пример функции

f(x) =

{
xα sin 1

x , 0 < x ≤ 1,

0, x = 0.
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Эта функция непрерывна в каждой точке полуинтервала (0, 1] (при лю-
бом α). Если α ≤ 0, то f не имеет предела справа в точке 0 и, следователь-
но, в точке 0 имеет разрыв II рода. Если же α > 0, то limx→0+ xα sin 1

x = 0

(произведение бесконечно малой функции xα на ограниченную функцию
sin 1

x ). Значит, в силу теоремы Кантора, при α > 0 функция f равномерно
непрерывна на [0, 1]. Вычислим производную

f ′(x) = α · xα−1 sin
1
x

+ xα cos
1
x
·
(
− 1

x2

)
(0 < x ≤ 1).

При 0 < α < 2 производная f ′ неограничена на (0, 1], хотя f равномерно
непрерывна на [0, 1]. Вычислим

f ′
+(0) = lim

x→0+

f(x) − f(0)
x − 0

= lim
x→0+

xα−1 sin
1
x

.

Если α > 1, то, очевидно, f ′
+(0) = 0. Если же α ≤ 1, то правой производ-

ной в нуле функция f не имеет.
Очевидно, что у тождественно постоянной на (a, b) функции производ-

ная равна нулю в каждой точке ξ ∈ (a, b). Формула Лагранжа позволяет
легко обратить это утверждение.

Следствие 2. Если дифференцируемая на (a, b) функция f такова,
что для любой ξ ∈ (a, b) производная f ′(ξ) = 0, то f тождественно
постоянна на (a, b).

Доказательство. Выберем произвольные x1, x2 ∈ (a, b) (x1 < x2) и
применим к отрезку [x1, x2] теорему Лагранжа, из которой получим

f (x2) − f (x1) = f ′(ξ) (x2 − x1) , где x1 < ξ < x2.

Но из равенства f ′(ξ) = 0 следует теперь, что f (x1) = f (x2), а так как
x1, x2 – произвольные, то тем самым следствие доказано.

Теорема Коши (обобщенная формула конечных приращений).
Пусть функции f и g

a) непрерывны на отрезке [a, b];
b) дифференцируемы на интервале (a, b);
c) g′(x) �= 0 для всех x ∈ (a, b).
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Тогда существует такая точка ξ ∈ (a, b), что справедливо равенство

f(b) − f(a)
g(b) − g(a)

=
f ′(ξ)
g′(ξ)

.

Доказательство. Из условий теоремы следует, что g(b) �= g(a). В
самом деле, если g(b) = g(a), то, в силу теоремы Ролля, найдется точка
x ∈ (a, b), такая, что g′(x) = 0, а это противоречит условию теоремы.

Доказательство теоремы Коши, как и доказательство теоремы Лагран-
жа, сводится к применению теоремы Ролля. Рассмотрим функцию

ϕ(x) = [f(x) − f(a)] − λ[g(x) − g(a)],

где параметр λ подберем так, чтобы было выполнено равенство ϕ(a) =

ϕ(b) = 0, т. е. положим

λ =
f(b) − f(a)
g(b) − g(a)

.

Тогда функция ϕ удовлетворяет всем условиям теоремы Ролля, согласно
которой существует точка ξ ∈ (a, b), такая, что ϕ′(ξ) = 0, т. е.

ϕ′(ξ) = f ′(ξ) − f(b) − f(a)
g(b) − g(a)

· g′(ξ) = 0,

откуда следует утверждение теоремы Коши.

Замечание. Теорема Лагранжа является частным случаем теоремы
Коши при g(x) = x. Однако теорема Коши не есть прямым следствием
теоремы Лагранжа. Именно, согласно теореме Лагранжа, найдутся такие
точки ξ1 ∈ (a, b) и ξ2 ∈ (a, b), что f(b)−f(a) = f ′ (ξ1) (b−a) и g(b)−g(a) =

g′ (ξ2) (b − a), откуда получим

f(b) − f(a)
g(b) − g(a)

=
f ′ (ξ1)
g′ (ξ2)

.

Но в этом равенстве точки ξ1 и ξ2, вообще говоря, разные, а теорема Коши
утверждает, что левая часть равна отношению производных, взятых в
одной и той же точке из (a, b).
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Определение. Говорят, что функция f дифференцируема на отрезке
[a, b], если она дифференцируема на интервале (a, b), а в точках a и b

имеет производные справа и слева, соответственно.

Выше мы рассмотрели пример функции f(x) = xα sin 1
x , 0 < x ≤ 1,

f(0) = 0, дифференцируемой на [0, 1], но производная f ′ у которой при
1 < α ≤ 2 разрывна. При этом, как мы видели, f ′(0) = 0, но f ′ не имеет
предела при x → 0+. Это означает, что точка 0 является точкой разрыва
производной II рода. Зададимся вопросом: может ли производная неко-
торой функции иметь разрыв первого рода? Ответ на этот вопрос дает
следующая

Теорема Дарбу. Пусть функция f дифференцируема на отрезке
[a, b] и c – любое число, заключенное между f ′

+(a) и f ′
−(b). Тогда суще-

ствует такая точка ξ ∈ [a, b], что f ′(ξ) = c.

Доказательство. Пусть f ′
+(a) < c < f ′

−(b). Так как

f ′
+(a) = lim

h→0+

f(a + h) − f(a)
h

,

f ′
−(b) = lim

h→0+

f(b − h) − f(b)
−h

= lim
h→0+

f(b) − f(b − h)
h

,

то найдется такое h > 0, что

f(a + h) − f(a)
h

< c <
f(b) − f(b − h)

h
. (5.3)

Зафиксируем это h и рассмотрим функцию ϕ(x) = f(x+h)−f(x)
h , опреде-

ленную на [a, b − h]. В этих обозначениях неравенство (5.3) принимает
такой вид: ϕ(a) < c < ϕ(b − h). Но из непрерывности функции f следует
также непрерывность ϕ, и поэтому, в силу теоремы Больцано – Коши о
промежуточном значении, существует такая точка α, a ≤ α ≤ b − h, что
c = ϕ(α) = f(α+h)−f(α)

h . На отрезке [α, α + h] к функции f применим тео-
рему Лагранжа, согласно которой найдется такая точка ξ ∈ (α, α + h),
что f(α + h) − f(α) = f ′(ξ) · h. Из этого равенства следует, что c = f ′(ξ).
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Замечание. Теорема Дарбу означает, что производная f ′ не может
быть произвольной функцией. Свойство производной, которое гаранти-
руется теоремой Дарбу, называется свойством промежуточных значений.
Согласно этому свойству, у производной не может быть скачков или устра-
нимых разрывов, т. е. разрывов I рода. Как было показано выше, разрывы
II рода у производной могут быть.

5.6 Правила Лопиталя

Рассмотрим некоторые теоремы, позволяющие раскрывать неопределен-
ности вида

[
0
0

]
и
[∞
∞
]
при нахождении пределов limx→a

f(x)
g(x) , где f и

g – дифференцируемые функции. Рассмотрим сначала простой случай.
Пусть функции f и g дифференцируемые в точке a, f(a) = g(a) = 0 и
g′(a) �= 0. Тогда f(x) = f ′(a)(x−a)+o(x−a) и g(x) = g′(a)(x−a)+o(x−a),
откуда получаем

lim
x→a

f(x)
g(x)

= lim
x→a

f ′(a)(x − a) + o(x − a)
g′(a)(x − a) + o(x − a)

=

= lim
x→a

f ′(a) + o(x−a)
x−a

g′(a) + o(x−a)
x−a

=
f ′(a)
g′(a)

.

Это означает, что (при выполнении соответствующих условий) предел
отношения функций равен отношению их производных.

5.6.1 Первая теорема Лопиталя

В только что рассмотренном случае мы предположили, что функции f

и g дифференцируемы в точке a. Следующая теорема содержит правило
раскрытия неопределенности вида

[
0
0

]
для случая, когда функции f и g

имеют производные в проколотой окрестности точки a, а в самой точке a

могут оказаться и недифференцируемыми.

Первая теорема Лопиталя. Пусть функции f и g дифференциру-
емы на интервале (a, b), limx→a+0 f(x) = 0, limx→a+0 g(x) = 0 и g′(x) �= 0
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для всех x ∈ (a, b). Далее, пусть существует

lim
x→a+0

f ′(x)
g′(x)

= A,

где A может быть конечным, +∞, −∞ или ∞. Тогда существует

lim
x→a+0

f(x)
g(x)

и этот предел равен A.
Доказательство. Доопределим по непрерывности функции f и g в

точке a, полагая f(a) = g(a) = 0. Тогда для любого x ∈ (a, b), в силу
теоремы Коши, найдется такая точка ξx ∈ (a, x), что

f(x)
g(x)

=
f(x) − f(a)
g(x) − g(a)

=
f ′ (ξx)
g′ (ξx)

.

Если мы покажем, что из условий limx→a+0
f ′(x)
g′(x) = A и ξx ∈ (a, x) следует,

что limx→a+0
f ′(ξx)
g′(ξx) = A, то сразу получим, что и limx→a+0

f(x)
g(x) = A.

Итак, осталось показать, что условие limx→a+0
f ′(x)
g′(x) = A влечет ра-

венство limx→a+0
f ′(ξx)
g′(ξx) = A, где ξx ∈ (a, x). Пусть A конечно. Тогда для

заданного ε > 0 найдем такое δ > 0, что из условия a < x < a + δ следует
неравенство ∣∣∣∣f ′(x)

g′(x)
− A

∣∣∣∣ < ε.

Но из a < ξx < x следует также, что и a < ξx < a + δ, и поэтому∣∣∣∣f ′ (ξx)
g′ (ξx)

− A

∣∣∣∣ < ε.

Отсюда следует требуемое равенство

lim
x→a+0

f ′ (ξx)
g′ (ξx)

= A.

Аналогично, с очевидными изменениями в форме записи, исчерпыва-
ются случаи A = +∞, A = −∞ и A = ∞.

Замечание. Теорема Лопиталя утверждает, что предел отношения
функций равен пределу отношения производных, если последний суще-
ствует. Однако может оказаться, что предел отношения функций суще-
ствует, в то время, как предел отношения производных не существует,
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т. е. обратное теореме Лопиталя утверждение неверно. Приведем соот-
ветствующий пример.

Пример.Положим f(x) = x2 sin 1
x , g(x) = x. Ясно, что f(x)

g(x) = x sin 1
x →

0 (x → 0). Но f ′(x) = 2x sin 1
x −cos 1

x , g′(x) = 1, так что при x → 0 отноше-
ние f ′(x)

g′(x) не имеет предела, поскольку первое слагаемое в f ′(x) стремится
к нулю, а cos 1

x не имеет предела при x → 0.

5.6.2 Вторая теорема Лопиталя

Первая теорема Лопиталя предназначена для раскрытия неопределенно-
сти вида

[
0
0

]
. Следующая теорема служит для раскрытия неопределен-

ности вида
[∞
∞
]
.

Вторая теорема Лопиталя. Пусть функции f и g дифференци-
руемы на интервале (a, b), g′(x) �= 0 (x ∈ (a, b)) и limx→a+0 f(x) = ∞,
limx→a+0 g(x) = ∞,

lim
x→a+0

f ′(x)
g′(x)

= A,

где A может быть конечным, +∞, −∞ или ∞. Тогда существует

lim
x→a+0

f(x)
g(x)

и этот предел равен A.
Доказательство. Рассмотрим сначала случай конечного A. Зададим

ε > 0 и найдем такое δ > 0, что для всех ξ ∈ (a, a + δ) справедливо
неравенство ∣∣∣∣f ′(ξ)

g′(ξ)
− A

∣∣∣∣ <
ε

4
.

Зафиксируем y ∈ (a, a + δ). Тогда для любого x ∈ (a, y), в силу теоремы
Коши, найдется такое ξ ∈ (x, y), что

f(y) − f(x)
g(y) − g(x)

=
f ′(ξ)
g′(ξ)

.

Поскольку ξ ∈ (a, a + δ), то получаем∣∣∣∣f(y) − f(x)
g(y) − g(x)

− A

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣f ′(ξ)
g′(ξ)

− A

∣∣∣∣ <
ε

4
.
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Представим

f(x)
g(x)

− A =
f(y) − A · g(y)

g(x)
+
(

1 − g(y)
g(x)

)[
f(y) − f(x)
g(y) − g(x)

− A

]
.

Если y фиксировано, а x → a + 0, то, т. к. g(x) → ∞, имеем

f(y) − A · g(y)
g(x)

→ 0 и
g(y)
g(x)

→ 0.

Значит, найдется такое δ1 < δ, что для всех x ∈ (a, a + δ1) справедливы
неравенства ∣∣∣∣f(y) − A · g(y)

g(x)

∣∣∣∣ <
ε

2
и

∣∣∣∣ g(y)
g(x)

∣∣∣∣ < 1.

Тогда получим, что для x ∈ (a, a + δ1) справедливо неравенство∣∣∣∣f(x)
g(x)

− A

∣∣∣∣ <
ε

2
+ 2 · ε

4
= ε,

и тем самым завершается доказательство теоремы для A ∈ R.
В случае A = ∞ представим

f(x)
g(x)

=
(

1 − g(y)
g(x)

)[
f(y) − f(x)
g(y) − g(x)

− f(y)
g(y) − g(x)

]
.

Зададим B и найдем такое δ > 0, что для всех x ∈ (a, a + δ) справедливо
неравенство ∣∣∣∣f ′(x)

g′(x)

∣∣∣∣ > 4B.

Тогда для любых x, y, таких, что a < x < y < a + δ, по теореме Коши,
найдется ξ ∈ (x, y), для которого∣∣∣∣f(y) − f(x)

g(y) − g(x)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣f ′(ξ)
g′(ξ)

∣∣∣∣ > 4B.

Так как g(y)
g(x) → 0 и f(y)

g(y)−g(x) → 0 при x → a + 0, то найдется δ1 < δ, такое,
что при x ∈ (a, a + δ1)∣∣∣∣g(y)

g(x)

∣∣∣∣ <
1
2

и
∣∣∣∣ f(y)
g(y) − g(x)

∣∣∣∣ < 2B.

Тогда для x ∈ (a, a + δ1) получим∣∣∣∣f(x)
g(x)

∣∣∣∣ >
1
2

[∣∣∣∣f(y) − f(x)
g(y) − g(x)

∣∣∣∣− ∣∣∣∣ f(y)
g(y) − g(x)

∣∣∣∣] ≥ 1
2
[4B − 2B] = B,
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и тем самым завершается рассмотрение случая A = ∞.

В случаях A = +∞ и A = −∞ изменения в доказательстве очевидны.

Замечание 1. Обе теоремы Лопиталя аналогичным образом могут
быть доказаны для случаев x → b − 0, x → x0, x → +∞, x → −∞ и
x → ∞.

Замечание 2. Доказательство первой теоремы Лопиталя может быть
получено аналогично доказательству второй теоремы Лопиталя. Мы рас-
смотрели более простое доказательство первой теоремы, которое непри-
менимо для доказательства второй теоремы, т. к. в условиях второй тео-
ремы функции f и g нельзя доопределить по непрерывности в точке a,
как это было сделано при доказательстве первой теоремы.

5.7 Производные высших порядков. Формула
Тейлора

Пусть функция f определена на интервале (a, b). Предположим, что в
каждой точке x ∈ (a, b) у функции f существует производная f ′(x). Если
функция f ′ в некоторой точке x0 ∈ (a, b) имеет производную, то ее на-
зывают второй производной функции f в точке x0 и обозначают f ′′ (x0).
По индукции определяются и производные высших порядков. Именно,
f (k)(x) =

(
f (k−1)

)′
(x).

Определение. Для k ∈ N и отрезка [a, b] через Ck([a, b]) обозначается
совокупность всех функций f , определенных на [a, b] и таких, что k-я про-
изводная f (k) непрерывна на [a, b]. При этом в точках a и b производные
понимаются как односторонние.

5.7.1 Формула Тейлора с остатком в форме Пеано

Напомним определение дифференцируемости. Дифференцируемой в точ-
ке x0 мы называли такую функцию f , что в окрестности точки x0 она
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представима в виде

f(x) = f (x0) + f ′ (x0) (x − x0) + o (x − x0) ,

т. е. f(x) = P1(x) + o (x − x0), где P1(x) – многочлен первого порядка, а
остаток o (x − x0) мал по порядку по сравнению с x − x0.

Поставим следующую задачу. Пусть функция f определена в неко-
торой окрестности точки x0. Можно ли функцию f в этой окрестности
представить в виде суммы многочлена Pn(x) степени не выше заданно-
го натурального n и остатка rn(x), малого по сравнению с (x − x0)

n, т. е.
rn(x) = o ((x − x0)

n) (x → x0)? Другими словами, мы хотим, чтобы имело
место равенство

f(x) = Pn(x) + o ((x − x0)
n) (x → x0) .

При n = 1 это возможно, если функция f дифференцируема в точке x0.
Это сразу следует из определения дифференцируемости.

Лемма. Пусть функция ϕ определена на интервале I и всюду на
этом интервале имеет производную до порядка n − 1 включительно, а
в точке x0 ∈ I имеет производную ϕ(n) (x0), причем

ϕ (x0) = ϕ′ (x0) = · · · = ϕ(n) (x0) = 0.

Тогда ϕ(x) = o ((x − x0)
n) при x → x0.

Доказательство. Применим индукцию по n. При n = 1 из диффе-
ренцируемости ϕ в точке x0 ∈ I получаем

ϕ(x) = ϕ (x0) + ϕ′ (x0) (x − x0) + o (x − x0) ,

а из условия леммы ϕ (x0) = ϕ′ (x0) = 0 следует, что ϕ(x) = o (x − x0).

Предположим, что лемма верна для некоторого натурального n, и по-
кажем, что она справедлива и для n + 1. Итак, согласно предположению
индукции, ϕ(x) = o ((x − x0)

n) (x → x0) и ϕ(n+1) (x0) = 0. Тогда, по теоре-
ме Лагранжа, ϕ(x)−ϕ (x0) = ϕ′(ξ) (x − x0), где точка ξ находится между
x и x0. Обозначим ψ(x) = ϕ′(x). Тогда, по предположению индукции,
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ψ (x0) = ψ′ (x0) = · · · = ψ(n) (x0) = 0 и ψ(n)(x) = o ((x − x0)n). Поэтому

|ϕ(x)|
|x − x0|n+1 =

|ϕ′(ξ)|
|x − x0|n ≤ |ψ(ξ)|

|ξ − x0|n → 0 при x → x0.

Это следует из предположения индукции и из того, что ξ находится между
x и x0. Таким образом, получили, что ϕ(x) = o

(
(x − x0)

n+1
)
.

Вернемся к нашей задаче представления функции f в виде

f(x) = Pn(x) + o ((x − x0)
n) .

Из доказанной леммы сразу следует, что если мы найдем многочлен Pn(x),
такой, что Pn (x0) = f (x0), P ′

n (x0) = f ′ (x0), . . . , P
(n)
n (x0) = f (n) (x0), то

функция ϕ(x) = f(x) − Pn(x) будет удовлетворять условиям ϕ (x0) =

ϕ′ (x0) = · · · = ϕ(n) (x0) = 0, и, в силу леммы, ϕ(x) = o ((x − x0)
n), т. е.

наша задача будет решена, если мы найдем многочлен Pn(x).
Многочлен Pn(x) будем искать в виде

Pn(x) = c0 + c1 (x − x0) + · · · + cn (x − x0)
n

,

т. е. по степеням x − x0, где c0, c1, . . . cn – коэффициенты. Найдем произ-
водные многочлена Pn. Имеем

Pn (x0) = c0,

P ′
n(x) = c1 + 2c2 (x − x0) + · · · + ncn (x − x0)

n−1
, P ′

n (x0) = c1,

P ′′
n (x) = 2c2 +3 ·2c3 (x − x0)+ · · ·+n(n−1)cn (x − x0)

n−2
, P ′′

n (x0) = 2c2,

P (k)
n (x) = k(k − 1) . . . 2 · 1ck + (k + 1)k . . . 2ck+1 (x − x0) + · · ·+

+n(n − 1) . . . (n − k + 1)cn (x − x0)
k
, P (k)

n (x0) = k!ck (k = 0, 1, . . . , n).

Таким образом, P
(k)
n (x0) = k!ck, откуда ck = P (k)

n (x0)
k! . Итак, если мы хо-

тим, чтобы при всех k = 0, 1, . . . , n были выполнены равенства f (k) (x0) =

P
(k)
n (x0), то коэффициенты ck многочлена Pn(x) должны быть равными

ck = f(k)(x0)
k! (k = 0, 1, . . . , n), т. е.

Pn(x) = f (x0)+
f ′ (x0)

1!
(x − x0)+

f ′′ (x0)
2!

(x − x0)
2+· · ·+f (n) (x0)

n!
(x − x0)

n
.
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В этом случае функция ϕ(x) = f(x)−Pn(x) удовлетворяет условиям лем-
мы и, следовательно, ϕ(x) = o ((x − x0)

n), т. е. мы получим нужное пред-
ставление

f(x) = Pn(x) + o ((x − x0)
n) .

Итак, мы доказали следующую теорему.

Теорема. Пусть функция f определена в некоторой окрестности I

точки x0 и имеет в этой окрестности производные до (n− 1)-го поряд-
ка включительно, а в точке x0 имеет производную n-го порядка. Тогда
справедливо равенство

f(x) =

= f (x0) +
f ′ (x0)

1!
(x − x0) +

f ′′ (x0)
2!

(x − x0)
2 + · · · + f (n) (x0)

n!
(x − x0)

n +

+o ((x − x0)
n) при x → x0.

Доказанное в этой теореме равенство называется формулой Тейлора
с остатком в форме Пеано. Многочлен

Pn(x) = f (x0)+
f ′ (x0)

1!
(x − x0)+

f ′′ (x0)
2!

(x − x0)
2+· · ·+ f (n) (x0)

n!
(x − x0)

n

называется многочленом Тейлора функции f с центром в точке x0, а по-
следнее слагаемое в формуле Тейлора o ((x − x0)

n) – остатком формулы
Тейлора в форме Пеано.

Докажем единственность многочлена Тейлора.Предположим, что
существует два представления – f(x) = Pn(x) + o ((x − x0)

n) и f(x) =

Qn(x) + o ((x − x0)
n), где Pn и Qn – многочлены степени не выше, чем n.

Покажем, что Pn ≡ Qn, т. е. коэффициенты многочленов Pn и Qn совпа-
дают. Имеем Pn(x)−Qn(x) = o ((x − x0)

n), т. е. Rn(x) ≡ Pn(x)−Qn(x) =

o ((x − x0)
n), где степень Rn не превосходит n. Покажем, что все коэффи-

циенты bk многочлена Rn(x) ≡ b0 + b1 (x − x0) + · · · + bn (x − x0)
n равны

нулю. Из равенства

b0 + b1 (x − x0) + · · · + bn (x − x0)
n = o ((x − x0)

n) ,
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устремляя x → x0 и учитывая, что правая часть стремится к нулю, полу-
чаем, что b0 = 0. Следовательно,

b1 (x − x0) + · · · + bn (x − x0)
n = o ((x − x0)

n) .

Разделив это равенство на x − x0, получим

b1 + b2 (x − x0) + · · · + bn (x − x0)
n−1 = o

(
(x − x0)

n−1
)

,

откуда, устремляя x → x0, получим, что b1 = 0. Продолжая этот процесс,
получим, что b0 = b1 = · · · = bn = 0, т. е. Rn ≡ 0, что и требовалось.

Замечание. Если функция f является многочленом степени n, то
она совпадает со своим многочленом Тейлора порядка n и выше. В самом
деле, если f(x) = Pn(x), то для m ≥ n будем иметь

f(x) = Pn(x) = Pm(x) + 0 = Pm(x) + rm(x),

где rm(x) = 0 = o ((x − x0)
m) (x → x0). Значит, в силу единственности

многочлена Тейлора, Pm(x) ≡ Pn(x) – многочлен Тейлора.

Пример. Пусть f(x) = x2 − 3x + 1. Требуется построить формулу
Тейлора для функции f порядка n = 2 в окрестности точки x0 = 1. Мож-
но было бы вычислить f(1), f ′(1), f ′′(1) и построить многочлен Тейлора
согласно общей формуле

P2(x) = f(1) +
f ′(1)

1!
(x − 1) +

f ′′(1)
2!

(x − 1)2,

и тогда получили бы

f(x) = x2 − 3x + 1 = f(1) +
f ′(1)

1!
(x − 1) +

f ′′(1)
2!

(x − 1)2 + r2(x),

где r2(x) = f(x)−P2(x) = o
(
(x − 1)2

)
(x → 1). На самом деле оказывает-

ся, что r2(x) ≡ 0. Действительно, данный пример можно решить проще,
если многочлен x2 − 3x + 1 записать по степеням x − 1, т. е.

x2−3x+1 = ((x − 1) + 1)2−3((x−1)+1)+1 = −1−(x−1)+(x−1)2 ≡ P2(x).
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Справа мы получили многочлен по степеням x−1. Данная функция x2 −
3x + 1 представляет собой многочлен. В силу единственности, это и есть
многочлен Тейлора для функции в окрестности точки x0 = 1.

Упражнение. Сформулируйте условия, при которых формула Тей-
лора допускает обращение в следующем смысле. Если f(x) = Pn(x) +

o ((x − x0)
n), то функция f дифференцируема в точке x0 до порядка n

включительно и f (k) (x0) = P
(k)
n (x0). Другими словами, когда из равен-

ства ϕ(x) = o ((x − x0)
n) следует, что ϕ (x0) = ϕ′ (x0) = · · · = ϕ(n) (x0) =

0?

5.7.2 Разложения основных элементарных функций

Формулу Тейлора с центром в точке x0 = 0 называют формулой Макло-
рена

f(x) = f(0) +
f ′(0)

1!
x +

f ′′(0)
2!

x2 + · · · + f (n)(0)
n!

xn + o (xn) (x → 0).

Построим разложения некоторых функций по формуле Маклорена.

1. f(x) = ex, f ′(x) = f ′′(x) = · · · = f (n)(x) = ex, f(0) = f ′(0) = · · · =

f (n)(0) = 1. Поэтому получаем

ex = 1 +
1
1!

x +
1
2!

x2 +
1
3!

x3 + · · · + 1
n!

xn + o (xn) =

=
n∑

k=0

1
k!

xk + o (xn) .

2. f(x) = sinx, f ′(x) = cos x, f ′′(x) = − sin x, f ′′′(x) = − cos x, f (4)(x) =

sin x. Теперь легко видеть, что f (k)(x) = sin
(
x + kπ

2

)
(k = 0, 1, . . . ). По-

этому

f (k)(0) =

{
0, k = 2s, s = 0, 1, . . . ,

(−1)s, k = 2s + 1, s = 0, 1, . . . .

Таким образом, получаем

sin x = 0 +
1
1!

x +
0
2!

x2 +
−1
3!

x3 +
0
4!

x4 +
1
5!

x5 + · · ·+
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+(−1)n 1
(2n + 1)!

x2n+1 +
0

(2n + 2)!
x2n+2 + o

(
x2n+2

)
=

= x − x3

3!
+

x5

5!
− · · · + (−1)n x2n+1

(2n + 1)!
+ o

(
x2n+2

)
=

=
n∑

k=0

(−1)k x2k+1

(2k + 1)!
+ o

(
x2n+2

)
.

3. f(x) = cos x. Как и в предыдущем примере, легко убедиться в том,
что f (k)(x) = cos

(
x + kπ

2

)
(k = 0, 1, . . . ). Отсюда

f (k)(0) =

{
(−1)s, k = 2s,

0, k = 2s + 1,

и тогда
cos x =

= 1+
0
1!

x+
−1
2!

x2+
0
3!

x3+
1
4!

x4+· · ·+(−1)n

(2n)!
x2n+

0
(2n + 1)!

x2n+1+o
(
x2n+1

)
=

= 1− x2

2!
+

x4

4!
− · · ·+ (−1)n x2n

(2n)!
+ o

(
x2n+1

)
=

n∑
k=0

(−1)k x2k

(2k)!
+ o

(
x2n+1

)
.

4. Функция f(x) = (1 + x)α (α ∈ R) определена в окрестности нуля
единичного радиуса. Имеем

f ′(x) = α(1 + x)α−1, f ′(0) = α,

f ′′(x) = α(α − 1)(1 + x)α−2, f ′′(0) = α(α − 1), . . . ,

f (k)(x) = α(α−1) . . . (α−k+1)(1+x)α−k, f (k)(0) = α(α−1) . . . (α−k+1).

Поэтому

(1 + x)α = 1 +
α

1!
x +

α(α − 1)
2!

x2 + +
α(α − 1)(α − 2)

3!
x3 + · · ·+

+
α(α − 1) . . . (α − n + 1)

n!
xn + o (xn) =



ò. 1. ñ. 161

5. Дифференциальное исчисление 135

= 1 +
n∑

k=1

α(α − 1) . . . (α − k + 1)
k!

xk + o (xn) .

В частности, если α = n, то получим

(1 + x)n = 1 + nx +
n(n − 1)

2!
x2 + · · · + xn,

т. е. формулу бинома Ньютона. Если же α = −1, то

1
1 + x

= 1 − x + x2 − · · · + (−1)nxn + o (xn)

– сумма геометрической прогрессии со знаменателем −x и первым слага-
емым, равным 1.

5. Функция f(x) = ln(1+x) определена в окрестности нуля радиуса 1.
Имеем f(0) = 0,

f ′(x) =
1

1 + x
, f ′(0) = 1,

f ′′(x) = − 1
(1 + x)2

, f ′′(0) = −1,

f ′′′(x) =
2

(1 + x)3
, f ′′′(0) = 2,

f (4)(x) =
−2 · 3

(1 + x)4
, f (4)(0) = −2 · 3, . . . ,

f (k)(x) =
(−1)k−1(k − 1)!

(1 + x)k
, f (k)(0) = (−1)k−1(k − 1)!, k = 1, 2, . . .

Отсюда имеем

ln(1+x) = x−x2

2
+

x3

3
−x4

4
+· · ·+(−1)n−1 xn

n
+o (xn) =

n∑
k=1

(−1)k−1 xk

k
+o (xn) .

Пример 1. Вычислим предел

I = lim
x→0

ex sin x − x(1 + x)
x3

.

Используя равенства

ex = 1 + x +
x2

2
+ o

(
x2
)
, sin x = x − x3

6
+ o

(
x4
)
,
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получаем

I = lim
x→0

(
1 + x + x2

2 + o
(
x2
))(

x − x3

6 + o
(
x4
))− x − x2

x3
=

= lim
x→0

x + x2 + x3

2 − x3

6 + o
(
x3
)− x − x2

x3
=

1
3
.

Пример 2. Вычислить предел

I = lim
x→0

1 − (cos x)sin x

x3
.

Поскольку sin x ln cos x → 0 (x → 0), то

I = lim
x→0

1 − esin x ln cos x

x3
= lim

x→0

1 − (1 + sinx ln cos x + o(sin x ln cos x))
x3

.

Воспользуемся следующими равенствами:

o(sin x ln cos x) = o(x(cosx − 1)) = o
(
x3
)
,

sin x = x + o
(
x2
)
, ln cos x = ln(1 + (cosx − 1)) =

= cos x − 1 − (cos x − 1)2

2
+ o

(
(cos x − 1)2

)
= −x2

2
+ o

(
x3
)
.

Поэтому получим

I = lim
x→0

− (
x + o

(
x2
)) (−x2

2 + o
(
x3
))

+ o
(
x3
)

x3
= lim

x→0

x3

2 + o
(
x3
)

x3
=

1
2
.

5.7.3 Формула Тейлора с остатком в форме Лагранжа

Полученная нами формула Тейлора с остатком в форме Пеано позволяет
определить лишь скорость стремления к нулю остатка при x → x0. Одна-
ко мы ничего не можем сказать об абсолютной величине остатка формулы
Тейлора для конкретных значений x, и даже не имеем возможности оце-
нить его. Во многих задачах требуется оценить погрешность приближе-
ния функции ее многочленом Тейлора. Такую возможность дает формула
Тейлора с остатком в форме Лагранжа.
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Напомним формулировку теоремы Лагранжа. Если функция f непре-
рывна на [a, b] и дифференцируема на (a, b), то существует такая точка
ξ ∈ (a, b), что f(b) = f(a)+f ′(ξ)(b−a). Можем считаь, что в правой части
этого равенства f(a) – многочлен Тейлора нулевого порядка с центром
в точке a, а f ′(ξ)(b − a) – остаток в формуле Тейлора для функции f ,
вычисленной в точке b. Эта формула позволяет оценить |f(b) − f(a)|, т. е.
погрешность приближения значения функции f(b) значением f(a), через
|f ′(ξ)| · |b − a|. Например, если f(x) = arctg x, то

arctg b = arctg a +
1

1 + ξ2
(b − a),

откуда сразу получаем, что

|arctg b − arctg a| ≤ 1
1 + ξ2

|b − a| ≤ |b − a|.

Обобщением этих рассуждений на случай произвольного натурально-
го n и есть формула Тейлора с остатком в форме Лагранжа.

Теорема. Пусть функция f определена на отрезке [a, b] и имеет на
этом отрезке непрерывные производные до порядка n включительно, а
на интервале (a, b) существует производная (n + 1)-го порядка. Тогда
существует такая точка ξ ∈ (a, b), что

f(b) =

= f(a)+
f ′(a)

1!
(b−a)+

f ′′(a)
2!

(b−a)2+· · ·+f (n)(a)
n!

(b−a)n+
f (n+1)(ξ)
(n + 1)!

(b−a)n+1.

Доказательство. Обозначим

Pn(x) = f(a) +
f ′(a)

1!
(x − a) +

f ′′(a)
2!

(x − a)2 + · · · + f (n)(a)
n!

(x − a)n

– многочлен Тейлора функции f с центром в точке a. Рассмотрим вспо-
могательную функцию ϕ(x) = f(x) − Pn(x) − λ(x − a)n+1, где число λ

определяется из условия ϕ(b) = 0, т. е.

f(b) = Pn(b) + λ(b − a)n+1. (5.4)
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Так как Pn – многочлен Тейлора функции f с центром в точке a, то про-
изводные функции f и многочлена Pn в точке a совпадают до порядка n

включительно, т. е. f (k)(a) = P
(k)
n (a) (k = 0, 1, . . . , n). Далее, для функции

ϕ имеем ϕ(a) = 0,

ϕ′(x) = f ′(x) − P ′
n(x) − λ(n + 1)(x − a)n, ϕ′(a) = 0,

ϕ′′(x) = f ′′(x) − P ′′
n (x) − λ(n + 1)n(x − a)n−1, ϕ′′(a) = 0,

ϕ(k)(x) = f (k)(x) − P (k)
n (x) − λ(n + 1)n(n − 1) . . . (n − k + 2)(x − a)n−k+1.

Итак, ϕ(k)(a) = 0 (k = 0, 1, . . . , n).

Поскольку ϕ(a) = ϕ(b) = 0, то на [a, b] к функции ϕ можно применить
теорему Ролля, согласно которой существует такая точка ξ1 ∈ (a, b), что
ϕ′ (ξ1) = 0. Далее, на [a, ξ1] к функции ϕ′ снова можно применить теорему
Ролля, согласно которой существует такая точка ξ2 ∈ (a, ξ1) ⊂ (a, b), что
(ϕ′)′ (ξ2) = ϕ′′ (ξ2) = 0. Продолжая этот процесс, на n-м шаге получим
такую точку ξn ∈ (a, b), что ϕ(n) (ξn) = 0. На отрезке [a, ξn] функция
ϕ(n) все еще удовлетворяет условиям теоремы Ролля, согласно которой
найдется такая точка ξ ∈ (a, b), что

(
ϕ(n)

)′
(ξ) = ϕ(n+1)(ξ) = 0. Имеем

ϕ(n+1)(x) =
(
ϕ(n)

)′
(x) =

[
f (n)(x) − P (n)

n (x) − λ(n + 1)!(x − a)
]′

=

= f (n+1)(x) − 0 − λ(n + 1)! и ϕ(n+1)(ξ) = f (n+1)(ξ) − λ(n + 1)! = 0,

откуда λ = f(n+1)(ξ)
(n+1)! . Подставив найденное значение λ в равенство (5.4),

получим утверждение теоремы.

Замечание. В правой части доказанного в теореме равенства записан
многочлен Тейлора функции f с центром в точке a, значение которого
вычислено в точке b, а остаток f(n+1)(ξ)

(n+1)! (b−a)n+1 отличается от остальных
слагаемых тем, что производная вычислена в точке ξ ∈ (a, b). При n = 0

доказанная теорема обращается в теорему Лагранжа.
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Пример 1. Для функции f(x) = ex на [0, x] (x > 0) формула Тейлора
с остатком в форме Лагранжа принимает вид

ex = 1 +
x

1!
+

x2

2!
+ · · · + xn

n!
+

eθx

(n + 1)!
xn+1,

где 0 < θ < 1 (θ зависит от x). Зафиксируем x > 0. Тогда для любого n

остаток не превосходит Rn(x) = ex

(n+1)!x
n+1 и, очевидно, Rn(x) → 0 при

n → ∞. Преимущество остатка в такой форме состоит в том, что мы
можем оценить погрешность приближения

ex ≈ 1 +
x

1!
+

x2

2!
+ · · · + xn

n!
.

Она не превосходит

0 ≤ ex −
(

1 +
x

1!
+

x2

2!
+ · · · + xn

n!

)
≤ ex

(n + 1)!
xn+1 ≤ 3[x]+1

(n + 1)!
xn+1.

В частности, при x = 1 получаем

e = 1 +
1
1!

+
1
2!

+ · · · + 1
n!

+
eθ

(n + 1)!
, где 0 < θ < 1.

Отсюда следует, что

e = lim
n→∞

(
1 +

1
1!

+
1
2!

+ · · · + 1
n!

)
.

Пример 2. Доказать неравенство (x > 0)

x−x3

3!
+

x5

5!
−· · ·− x2n−1

(2n − 1)!
≤ sin x ≤ x−x3

3!
+

x5

5!
−· · ·− x2n−1

(2n − 1)!
+

x2n+1

(2n + 1)!
.

Для f(x) = sinx, как было вычислено ранее, f (k)(x) = sin
(
x + kπ

2

)
(k =

0, 1, . . . ). Поэтому

sin x = x − x3

3!
+

x5

5!
− · · · + x2n+1

(2n + 1)!
sin

(
ξ +

π(2n + 1)
2

)
≤

≤ x − x3

3!
+

x5

5!
− · · · + x2n+1

(2n + 1)!
,
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sin x = x − x3

3!
+

x5

5!
− · · · − x2n−1

(2n − 1)!
sin

(
ξ +

π(2n − 1)
2

)
≥

≥ x − x3

3!
+

x5

5!
− · · · − x2n−1

(2n − 1)!
.

5.8 Применение производных для исследования
функций

5.8.1 Условия постоянства и монотонности

Условие постоянства. Функция f называется тождественно посто-
янной на интервале I, если для любых двух точек x′, x′′ ∈ I справедливо
равенство f (x′) = f (x′′).

Если функция постоянна на интервале I, то она дифференцируема в
каждой точке этого интервала и ее производная равна нулю. Обратно, ес-
ли в каждой точке некоторого интервала I производная функции f равна
нулю, то f постоянна на I. Последнее утверждение нами было получено
как следствие из теоремы Лагранжа. Таким образом, функция f посто-
янна на интервале I тогда и только тогда, когда f ′(x) = 0 для любого
x ∈ I.

Упражнение. Пусть непрерывная на интервале I функция f такова,
что f ′(x) = 0 для всех x ∈ I, за исключением, быть может, конечного
числа точек. Докажите, что f постоянна на I.

Условия монотонности. Функция f называется монотонно возрас-
тающей (неубывающей) на интервале I, если для любых x, y ∈ I из усло-
вия x < y следует, что f(x) ≤ f(y). Если из условия x < y следует, что
f(x) < f(y), то f называется строго возрастающей. Если из x < y следу-
ет f(x) ≥ f(y), то f называется убывающей (невозрастающей), а если из
x < y следует f(x) > f(y), то f называется строго убывающей.
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Теорема 1. Пусть функция f дифференцируема на интервале I. Для
того чтобы f была возрастающей на I, необходимо и достаточно, что-
бы для всех x ∈ I выполнялось неравенство f ′(x) ≥ 0.

Доказательство. Если f возрастает, то f(x+h)−f(x)
h ≥ 0 для любого

h > 0 и, следовательно, f ′(x) = limh→0+
f(x+h)−f(x)

h ≥ 0.
Обратно, если x < y, то, по формуле конечных приращений (теореме

Лагранжа), f(y) − f(x) = f ′(ξ)(y − x) ≥ 0, где x < ξ < y и f ′(ξ) ≥ 0 по
условию.

Замечание. Если f непрерывна на отрезке [a, b], дифференцируема
на интервале (a, b) и f ′(x) ≥ 0 для всех x ∈ (a, b), то f монотонно возрас-
тает на [a, b]. Доказательство этого утверждения аналогично доказатель-
ству теоремы 1 и основано на применении теоремы Лагранжа.

Аналогично теореме 1 получаем, что справедлива

Теорема 1а. Для того чтобы дифференцируемая на интервале I

функция f была убывающей, необходимо и достаточно, чтобы для всех
x ∈ I выполнялось неравенство f ′(x) ≤ 0.

Достаточное условие строгой монотонности дает

Теорема 2. Пусть функция f дифференцируема на интервале I и
f ′(x) > 0 для всех x ∈ I. Тогда f строго возрастает на I.

Доказательство. По теореме Лагранжа, для x < y имеем

f(y) − f(x) = f ′(ξ)(x − y).

Замечание. Обратное утверждение неверно. Из строгой монотонно-
сти функции f не следует, что f ′(x) > 0. Например, функция f(x) = x3

строго возрастает на (−1, 1), но f ′(0) = 0.

Теорема 2 а. Пусть функция f дифференцируема на интервале I и
f ′(x) < 0 для всех x ∈ I. Тогда f строго убывает на I.

Доказательство этой теоремы аналогично доказательству теоремы 2.

Пример. Докажем, что функция f(x) = x−sin x строго возрастает на
(−∞,+∞). Имеем f ′(x) = 1 − cos x ≥ 0 для всех x ∈ (−∞,+∞). Отсюда



ò. 1. ñ. 168

142 Первый семестр

уже следует, что f возрастает на (−∞,+∞). Осталось показать, что f

строго возрастает. Пусть x < y. Тогда

f(y) − f(x) = y − sin y − x + sinx = y − x − 2 sin
y − x

2
cos

y + x

2
≥

≥ y − x − 2
∣∣∣∣sin y − x

2

∣∣∣∣ .
Так как | sin t| < |t| для всех t �= 0, то

f(y) − f(x) ≥ y − x − 2
∣∣∣∣sin y − x

2

∣∣∣∣ > y − x − 2
y − x

2
= 0,

т. е. f(y) > f(x).

Аналогично тому, как была доказана теорема 2, легко показать, что
справедлива

Теорема 3. Пусть функция f непрерывна на [a, b], дифференцируема
на (a, b) и f ′(x) > 0 для всех x ∈ (a, b). Тогда f строго возрастает на
[a, b].

Из этой теоремы легко получается

Следствие. Пусть непрерывная на интервале I функция f такова,
что f ′(x) > 0 всюду, за исключением конечного числа точек. Тогда f

строго возрастает на I.

Пример. Для функции f(x) = sin 1
x − 1

x (x > 0) имеем

f ′(x) = cos
1
x

(
− 1

x2

)
−
(
− 1

x2

)
=

1
x2

(
1 − cos

1
x

)
≥ 0.

Значит, f возрастает. Покажем, что f строго возрастает. Пусть x < y.
Тогда на отрезке [x, y] не более, чем в конечном числе точек производная
f ′ обращается в нуль. В силу следствия, f(x) < f(y).

Некоторые неравенства.

1.
2
π

x < sin x < x
(
0 < x <

π

2

)
.

Правое неравенство sin x < x (x > 0) было доказано ранее. Докажем ле-
вое. Ранее было доказано, что x < tg x

(
0 < x < π

2

)
. Поэтому для функ-

ции ϕ(x) = sin x
x при 0 < x < π

2 имеем ϕ
(

π
2

)
= 2

π , ϕ′(x) = x cos x−sin x
x2 =
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cos x
x2 (x − tg x) < 0. Значит, функция ϕ строго убывает на

[
0, π

2

]
, т. е.

ϕ(x) > ϕ
(

π
2

)
= 2

π , а это равносильно тому, что 2
π x < sin x.

2. (1 + x)α > 1 + αx (x > 0, α > 1).

Положим ϕ(x) = (1 + x)α − 1 − αx. Тогда ϕ′(x) = α
[
(1 + x)α−1 − 1

]
> 0.

Значит, функция ϕ строго возрастает, и поэтому ϕ(x) > ϕ(0) = 0 при
x > 0. Это равносильно требуемому неравенству.

3. (x + y)p < xp + yp (0 < p < 1, x, y > 0).

Требуемое неравенство равносильно такому (1 + t)p < 1 + tp, где t =
x
y > 0. Положим ϕ(t) = (1 + t)p − 1 − tp. Тогда ϕ(0) = 0 и ϕ′(t) =

p
[
(1 + t)p−1 − tp−1

]
< 0. Значит, функция ϕ строго убывает, и поэтому

ϕ(t) < ϕ(0).

4. (x + y)p > xp + yp (p > 1, x, y > 0).

Доказательство этого неравенства аналогично доказательству предыду-
щего.

5.8.2 Экстремумы

Определение. Пусть функция f определена на интервале I. Точка
x0 ∈ I называется точкой локального максимума функции f , если суще-
ствует такая окрестность Uδ = (x0 − δ, x0 + δ) ⊂ I, что для всех x ∈ Uδ

справедливо неравенство f(x) ≤ f (x0). Если же f(x) < f (x0) для всех
x ∈ Uδ \ {x0}, то точка x0 называется точкой строгого локального макси-
мума.

Аналогично, точка x0 называется точкой локального минимума функ-
ции f , если существует такая окрестность Uδ ⊂ I, что для всех x ∈ Uδ

справедливо неравенство f(x) ≥ f (x0). Если же f(x) > f (x0) для всех
x ∈ Uδ \ {x0}, то точка x0 называется точкой строгого локального мини-
мума.
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Точки локального максимума и локального минимума называют точ-
ками локального экстремума (или экстремальными точками).

Необходимое условие экстремума содержит теорема Ферма. Именно,
теорема Ферма утверждает, что если в некоторой точке функция имеет
экстремум и дифференцируема в этой точке, то производная в этой точке
равна нулю. Таким образом, если в некоторой точке x0 ∈ (a, b) функция
f имеет локальный экстремум, то либо f ′ (x0) = 0, либо функция f в
точке x0 не имеет производной. Другими словами, локальный экстремум
во внутренней точке области определения может быть (но не обязан быть)
лишь в такой точке, где производная равна нулю, либо не существует.

Определение. Точки, в которых производная функции обращается
в нуль, называются стационарными точками функции, а точки, в которых
производная равна нулю, либо не существует, называются критическими
точками функции.

Например, у функции f(x) = x2 точка x0 = 0 стационарная и в этой
точке функция имеет минимум. У функции f(x) = x3 точка x0 = 0 ста-
ционарная, но экстремума в этой точке функция не имеет. У функции
f(x) = |x| точка x0 = 0 критическая, но не стационарная, и в этой точке
функция имеет минимум. То же для функции f(x) =

√|x|. У функции
f(x) = signx точка x0 = 0 критическая, но не стационарная, экстремума в
этой точке нет. Точка x0 = 0 является критической (но не стационарной)
для функции f(x) = sign2 x, и в этой точке функция имеет минимум.

Из этих примеров видно, что не каждая критическая точка является
точкой экстремума.

Пример. Найти точки экстремума функции f(x) = chx + cos x.

Имеем f ′(x) = shx − sin x ≡ ϕ(x). Очевидно, f ′(0) = 0, так что 0 –
критическая точка функции f . Покажем, что других критических точек
у функции f нет. Так как ϕ(0) = 0, то из строгого возрастания функции
ϕ на [0,+∞) будет следовать, что ϕ(x) > 0 для всех x > 0, а так как
ϕ(−x) = −ϕ(x), то ϕ(x) < 0 при x < 0. Покажем, что ϕ строго возрастает
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на [0,+∞). Имеем

ϕ′(x) = chx − cos x =
ex + e−x

2
− cos x ≥ ex + e−x

2
− 1 > 0

при x > 0. В самом деле, последнее неравенство следует из того, что t +
1
t > 2 при t > 0, t �= 1, где t = ex > 1 при x > 0. Итак, ϕ′(x) > 0 на (0,+∞).
Следовательно, ϕ строго возрастает на [0,+∞) и поэтому ϕ(x) > ϕ(0) =

0 (x > 0). Значит точка x = 0 – единственная критическая точка функции
f . На (0,+∞) производная f ′ > 0, так что функция f строго возрастает
на [0,+∞), т. е. f(x) > f(0) = 0 при x > 0. На (−∞, 0) производная f ′ < 0,
так что функция f строго убывает на (−∞, 0), и поэтому f(x) > f(0) = 0

при x < 0. Итак, f(x) > f(0) для любого x �= 0. Следовательно, 0 – точка
строгого минимума (единственная точка экстремума данной функции).

Теорема 1 (первое достаточное условие экстремума). Пусть
функция f дифференцируема в некоторой окрестности точки x0, за ис-
ключением, быть может, самой точки x0, и непрерывна в точке x0.
Тогда

a) если f ′(x) < 0 при x < x0 и f ′(x) > 0 при x > x0, то x0 – точка
строгого минимума;

b) если f ′(x) > 0 при x < x0 и f ′(x) < 0 при x > x0, то x0 – точка
строгого максимума.

Доказательство. Ограничимся доказательством a). Пусть x < x0.
Применяя формулу конечных приращений (теорему Лагранжа) на [x, x0],
получим f (x0)− f(x) = f ′(ξ) (x0 − x) < 0, так как x < ξ < x0 и f ′(ξ) < 0.
Если же x > x0, то f ′(ξ) > 0 для x0 < ξ < x и поэтому f(x) − f (x0) =

f ′(ξ) (x − x0) > 0. Итак, f(x) > f (x0) при x �= x0, т. е. x0 – точка строгого
минимума.

Замечание 1. Если в условии на производные в теореме строгие нера-
венства заменить нестрогими, то получим достаточное условие нестрогого
экстремума. Доказательство очевидное.
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Комментарий. В условии a) теоремы говорят, что при переходе через
точку x0 производная меняет знак с ′′−′′ на ′′+′′, а в условии b) меняет
знак с ′′+′′ на ′′−′′.

Теорема 2 (второе достаточное условие экстремума). Пусть
функция f определена на интервале I, точка x0 ∈ I и f ′ (x0) = 0. Если
f ′′ (x0) > 0, то x0 – точка строгого локального минимума функции f .
Если f ′′ (x0) < 0, то x0 – точка строгого локального максимума функ-
ции f .

Доказательство. Заметим, что из существования f ′′ (x0) следует,
что производная f ′(x) определена в некоторой окрестности (x0 − δ, x0 + δ)

точки x0. Имеем

f ′′ (x0) = lim
h→0+

f ′ (x0 + h) − f ′ (x0)
h

= lim
h→0+

f ′ (x0 + h)
h

> 0,

а значит, в некоторой полуокрестности (x0, x0 + δ1) производная f ′(x) >

0. Аналогично

f ′′ (x0) = lim
h→0−

f ′ (x0 + h) − f ′ (x0)
h

= lim
h→0−

f ′ (x0 + h)
h

> 0,

так что в некоторой полуокрестности (x0 − δ2, x0) производная f ′(x) < 0.
Значит, при переходе через точку x0 производная f ′ меняет знак с ′′−′′

на ′′+′′. Согласно первому достаточному условию экстремума, x0 – точка
строгого локального минимума.

Вторая часть теоремы доказывается аналогично.

Применение формулы Тейлора для нахождения экстремумов.
Пусть функция f в некоторой окрестности точки x0 ∈ (a, b) имеет про-
изводные до (n − 1)-го порядка, а в точке x0 – производную порядка n.
Тогда, как было показано выше, справедлива формула Тейлора

f(x) = f (x0) +
f ′ (x0)

1!
(x − x0) + · · · + f (n) (x0)

n!
(x − x0)

n + o ((x − x0)
n) .

Предположим, что f ′ (x0) = f ′′ (x0) = · · · = f (n−1) (x0) = 0, f (n) (x0) �= 0.
Тогда

f(x) − f (x0) =
f (n) (x0)

n!
(x − x0)

n + α(x) (x − x0)
n

,
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где α(x) → 0 при x → x0, или же

f(x) − f (x0) = (x − x0)
n

[
f (n) (x0)

n!
+ α(x)

]
.

Так как α(x) → 0 при x → x0, а f (n) (x0) �= 0, то в достаточно малой
окрестности точки x0 знак выражения f(n)(x0)

n! + α(x) совпадает со зна-
ком первого слагаемого. Таким образом, знак разности f(x) − f (x0) в
достаточно малой окрестности точки x0 определяется знаком произведе-
ния (x − x0)

n
f (n) (x0). Если n – четное число, то при переходе через точку

x0 множитель (x − x0)
n не меняет знака, т. е. знак разности f(x)− f (x0)

совпадает со знаком f (n) (x0). При f (n) (x0) < 0 имеем f(x) < f (x0), т. е.
x0 – точка строгого локального максимума, а при f (n) (x0) > 0 имеем
f(x) > f (x0), т. е. x0 – точка строгого локального минимума. Если же n –
нечетное число, то при переходе через точку x0 выражение (x − x0)

n ме-
няет знак и, следовательно, выражение (x − x0)

n
f (n) (x0) также меняет

знак при переходе через точку x0. Это означает, что при переходе через
точку x0 меняет знак разность f(x) − f (x0), т. е. в точке x0 функция f

не имеет экстремума.

Итак, доказали следующую теорему.

Теорема 3. Пусть функция f определена на интервале I, точка x0 ∈
I. Пусть, далее,

f ′ (x0) = f ′′ (x0) = · · · = f (n−1) (x0) = 0, f (n) (x0) �= 0.

Тогда, если n нечетно, то x0 не является точкой экстремума. Если же
n четно, то

a) если f (n) (x0) > 0, то x0 – точка строгого локального минимума;

b) если f (n) (x0) < 0, то x0 – точка строгого локального максимума.

Пример. Выше мы уже рассматривали пример функции f(x) = chx+

cos x. Имеем

f ′(x) = shx − sin x, f ′(0) = 0,

f ′′(x) = chx − cos x, f ′′(0) = 0,
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f ′′′(x) = shx + sinx, f ′′′(0) = 0,

f (4)(x) = chx + cos x, f (4)(0) = 2 > 0.

Следовательно, 0 – точка локального строгого минимума функции f .

Наибольшее и наименьшее значения функции на отрезке
(глобальные экстремумы). Пусть функция f непрерывна на отрезке
[a, b]. Согласно второй теореме Вейерштрасса, функция f достигает своих
наибольшего и наименьшего значений на этом отрезке. Точки, в которых
эти значения достигаются, называются точками глобального экстремума.
Точка, в которой достигается наибольшее значение, может быть внутрен-
ней, т. е. принадлежать интервалу (a, b), либо совпадать с одной из двух a

или b. Если это внутренняя точка, то она является точкой локального экс-
тремума функции f . Выше мы рассмотрели ряд условий, позволяющих
находить точки локального экстремума. Таким образом, чтобы найти гло-
бальное наибольшее значение функции f на отрезке [a, b], нужно найти
ее точки локального максимума на интервале (a, b), добавить к ним точ-
ки a и b и из полученного набора точек выбрать ту, в которой значение
функции наибольшее. Такое значение существует в силу второй теоремы
Вейерштрасса.

Аналогично, для того чтобы найти глобальное наименьшее значение
непрерывной функции f на отрезке [a, b], нужно к точкам локального
минимума добавить точки a и b, а затем среди полученного набора точек
выбрать ту, в которой значение функции наименьшее.

Пример. Найти наибольшее и наименьшее значения функции f(x) =

(x − 2)2(x + 1)3 на отрезке [0, 3].

Имеем f ′(x) = (x− 2)(x+1)2(5x− 4). Решениями уравнения f ′(x) = 0,
принадлежащими [0, 3], являются значения x = 2 и x = 4

5 . Вычислим
f(0) = 4, f(3) = 64, f(2) = 0, f

(
4
5

)
= 22·94

55 ≈ 2, 1. Значит, наибольшее
значение функции равно f(3) = 64, а наименьшее – f(2) = 0.
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5.8.3 Выпуклые функции и точки перегиба

Определение. Определенная на интервале I функция f называется
выпуклой (выпуклой вниз) на I, если для любых x′, x′′ ∈ I и любого числа
λ (0 < λ < 1) выполняется неравенство

f (λx′ + (1 − λ)x′′) ≤ λf (x′) + (1 − λ)f (x′′) .

С геометрической точки зрения смысл выпуклости состоит в том, что
все точки дуги графика функции y = f(x) расположены не выше хор-
ды, соединяющей концы этой дуги. Действительно, отрезок, соединяю-
щий точки (x′, f (x′)) и (x′′, f (x′′)), имеет вид

l(x) = f (x′) +
f (x′′) − f (x′)

x′′ − x′ (x − x′) .

При 0 < λ < 1 точка x = λx′ + (1 − λ)x′′ принадлежит интервалу с кон-
цами x′ и x′′. При этом неравенство, определяющее понятие выпуклости,
принимает такой вид: f(x) ≤ l(x).

Обозначим x = λx′ + (1−λ)x′′. Тогда λ = x′′−x
x′′−x′ , 1−λ = x−x′

x′′−x′ . Поэто-
му определение выпуклости можно переписать в таком виде: функция f

называется выпуклой на интервале I, если для любых точек x′, x′′ ∈ I,
таких, что x′ < x′′, и для любого x ∈ [x′, x′′] справедливо неравенство

f(x) ≤ f (x′)
x′′ − x

x′′ − x′ + f (x′′)
x − x′

x′′ − x′ .

Если в определении выпуклости нестрогое неравенство заменить стро-
гим, то получим определение строгой выпуклости вниз. С геометрической
точки зрения строгая выпуклость означает, что, кроме выпуклости, гра-
фик функции не содержит линейных отрезков.

Пример 1. Функция f(x) = x, очевидно, выпукла вниз на всей чис-
ловой прямой.

Пример 2. Пусть f(x) = x2. Выберем произвольные x′ < x′′. Тогда
для 0 < λ < 1 имеем

(λx′ + (1 − λ)x′′)2 = λ2x′2 + 2λ(1 − λ)x′x′′ + (1 − λ)2x′′2 =
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= λx′2 +(1−λ)x′′2 +x′2 (λ2 − λ
)
+x′′2 [(1 − λ)2 − (1 − λ)

]
+2λ(1−λ)x′x′′ =

= λx′2 + (1 − λ)x′′2 − [
λ(1 − λ)x′2 + λ(1 − λ)x′′2 − 2λ(1 − λ)x′x′′] =

= λx′2 + (1 − λ)x′′2 − λ(1 − λ) (x′ − x′′)2 < λx′2 + (1 − λ)x′′2.

Это означает, что функция f(x) = x2 строго выпукла вниз на (−∞,+∞).

Определение. Заданная на интервале I функция f называется во-
гнутой (выпуклой вверх) на этом интервале, если для любых x′, x′′ ∈ I и
для любого λ (0 < λ < 1) справедливо неравенство

f (λx′ + (1 − λ)x′′) ≥ λf (x′) + (1 − λ)f (x′′) .

Ясно, что если f выпукла вниз, то функция −f выпукла вверх. Поэто-
му достаточно изучить свойства лишь выпуклых вниз (т. е. выпуклых)
функций.

Теорема 1.Пусть функция f выпукла на интервале I. Тогда f непре-
рывна на I и в каждой точке имеет конечные левую и правую производ-
ные.

Доказательство. Зафиксируем точку x0 ∈ I. Из существования ко-
нечных односторонних производных f ′

− (x0) и f ′
+ (x0) следует непрерыв-

ность f в точке x0.
Докажем, что существует f ′

+ (x0). Пусть 0 < h1 < h2 таковы, что
x0 + h2 ∈ I. Тогда, в силу выпуклости f ,

f (x0 + h1) ≤ f (x0)
h2 − h1

h2
+ f (x0 + h2)

h1

h2
,

откуда
f (x0 + h1) − f (x0)

h1
≤ f (x0 + h2) − f (x0)

h2
.

Это неравенство означает, что функция ϕ(h) = f(x0+h)−f(x0)
h убывает при

убывании h к нулю справа. Покажем, что ϕ ограничена снизу. Пусть δ > 0

такое, что x0 − δ ∈ I. Тогда, в силу выпуклости f , для любого h > 0

f (x0) ≤ f (x0 − δ)
h

h + δ
+ f (x0 + h)

δ

h + δ
,
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откуда
f (x0) − f (x0 − δ)

δ
≤ f (x0 + h) − f (x0)

h
= ϕ(h),

т. е. для любого h > 0 справедливо неравенство

ϕ(h) ≥ f (x0) − f (x0 − δ)
δ

,

т. е. ϕ(h) ограничена снизу.
Итак, функция ϕ(h) при убывающем h, стремящемся к нулю справа,

убывает и ограничена снизу. Следовательно, существует

f ′
+ (x0) = lim

h→0+

f (x0 + h) − f (x0)
h

= lim
h→0+

ϕ(h).

Аналогично можно показать, что существует f ′
− (x0).

Замечание. Из выпуклости функции не следует ее дифференцируе-
мость. Например, функция f(x) = |x| выпукла, но не дифференцируема в
нуле. Теорема 1 утверждает, что у выпуклой функции существуют лишь
односторонние производные. Анализируя доказательство теоремы 1, лег-
ко установить, что для выпуклой вниз функции f в каждой точке x0

справедливо неравенство f ′
+ (x0) ≥ f ′

− (x0). Можно доказать, что выпук-
лая функция дифференцируема всюду, за исключением, быть может, не
более чем счетного множества точек.

Теорема 2. Пусть функция f выпукла вниз на интервале (a, b), где
−∞ < a < b < +∞. Тогда f ограничена снизу.

Доказательство. Предположим противное. Тогда найдется последо-
вательность точек xn ∈ (a, b), таких, что f (xn) < −n. Так как {xn} огра-
ниченная последовательность, то можем выделить сходящуюся подпосле-
довательность {xnk

}. Пусть x0 = limk→∞ xnk
. Точка x0 ∈ [a, b] (она не обя-

зана принадлежать (a, b)). Тогда либо слева от x0, либо справа от x0 най-
дется бесконечно много элементов нашей подпоследовательности {xnk

},
из которой можно выделить монотонную подпоследовательность. Обозна-
чим ее через {yk}k≥0. Рассмотрим случай, когда {yk} возрастает. Пусть
f (yk) = −mk → −∞ при k → ∞. Обозначим z0 = 1

2 (y0 + x0) ∈ (a, b). Тог-
да, начиная с некоторого номера N , будем иметь z0 ∈ [y0, yn] при n ≥ N .
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В силу выпуклости f , для n ≥ N получаем

f (z0) ≤ f (y0)
yn − z0

yn − y0
+ f (yn)

z0 − y0

yn − y0
.

Поскольку правая часть этого неравенства стремится к −∞ при n → ∞,
то получаем противоречие с тем, что значение f (z0) конечно.

Замечание. Выпуклая вниз на ограниченном интервале функция не
обязана быть ограниченной сверху. Например, функция f(x) = 1

x выпук-
ла вниз на (0, 1) и неограничена сверху на этом интервале.

Также выпуклая вниз на неограниченном интервале функция не обя-
зана быть ограниченной снизу. Например, функция f(x) = ln 1

x выпукла
вниз на (0,+∞) и неограничена снизу.

Теорема 3 (критерий выпуклости дифференцируемой функ-
ции). Пусть функция f дифференцируема на интервале I. Для того
чтобы f была выпуклой вниз на I, необходимо и достаточно, чтобы ее
производная f ′ была возрастающей на I.

Доказательство. Необходимость. Пусть x1 < x < x2. Тогда, как
было показано при доказательстве теоремы 1, выпуклость функции f

равносильна такому неравенству:

f(x) − f (x1)
x − x1

≤ f (x2) − f(x)
x2 − x

. (5.5)

Устремляя x → x1 + 0, получаем

f ′ (x1) = f ′
+ (x1) = lim

x→x1+0

f(x) − f (x1)
x − x1

≤ f (x2) − f (x1)
x2 − x1

.

С другой стороны, если устремим x → x2 − 0, то получим

f ′ (x2) = f ′
− (x2) = lim

x→x2−0

f (x2) − f(x)
x2 − x

≥ f (x2) − f (x1)
x2 − x1

.

Из двух последних неравенств следует, что

f ′ (x1) ≤ f ′ (x2) .

Достаточность. Пусть x1 < x < x2. Так как выпуклость f равно-
сильна (5.5), то достаточно показать, что справедливо неравенство (5.5).
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По теореме Лагранжа,

f(x) − f (x1)
x − x1

= f ′(ξ1),
f (x2) − f(x)

x2 − x
= f ′(ξ2),

где x1 < ξ1 < x < ξ2 < x2, т. е. ξ1 < ξ2. Отсюда следует (5.5).

Замечание. При доказательстве достаточности мы получили, что
ξ1 < ξ2. Если производная f ′ строго возрастает на I, то f ′ (ξ1) < f ′ (ξ2),
откуда следует

f(x) − f (x1)
x − x1

<
f (x2) − f(x)

x2 − x
.

Это означает, что функция f выпукла строго. Справедливо также и об-
ратное, т. е. из строгой выпуклости дифференцируемой функции следует,
что ее производная f ′ строго возрастает. Действительно, в силу доказан-
ной теоремы 3, из строгой выпуклости f , в силу теоремы Лагранжа, сле-
дует неравенство

f ′ (x1) ≤ f ′ (ξ1) =
f(x) − f (x1)

x − x1
<

f (x2) − f(x)
x2 − x

= f ′ (ξ2) ≤ f ′ (x2) ,

где x1 < x < x2 – произвольные точки из I, а точки ξ1 ∈ (x1, x), ξ2 ∈
(x, x2). Отсюда следует, что f ′ (x1) < f ′ (x2).

Теорема 4 (критерий выпуклости дважды дифференцируе-
мой функции). Пусть функция f дважды дифференцируема на интер-
вале I. Для того чтобы f была выпуклой вниз на I, необходимо и до-
статочно, чтобы было выполнено неравенство f ′′(x) ≥ 0 (x ∈ I).

Эта теорема мгновенно вытекает из теоремы 3 и критерия монотонно-
сти дифференцируемой функции, примененного к f ′.

Замечание. Если в условии теоремы 4 производная f ′′ > 0, то f ′

строго возрастает, и поэтому, в силу замечания к теореме 3, функция f

строго выпукла на I. Обратное, однако, неверно. Из строгой выпуклости
f не следует, что f ′′ > 0. Например, функция f(x) = x4 строго выпукла
на (−∞,+∞), однако f ′(x) = 4x3, f ′′(x) = 12x2 и f ′′(0) = 0.

Пример 1. Пусть f(x) = xα (0 < x < +∞). Тогда f ′(x) = αxα−1,
f ′′(x) = α(α − 1)xα−2. Если α ∈ (0, 1), то f ′′(x) < 0 и f вогнута (выпукла
вверх). Если α ∈ (−∞, 0) ∪ (1,+∞), то f ′′(x) > 0 и f выпукла вниз.
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Пример 2. Для функции f(x) = sinx имеем f ′(x) = cos x, f ′′(x) =

− sin x. При x ∈ (2kπ, (2k + 1)π) имеем f ′′(x) < 0, т. е. f выпукла вверх, а
при x ∈ ((2k − 1)π, 2kπ) имеем f ′′(x) > 0, т. е. f выпукла вниз.

Точки перегиба. Точкой перегиба называется такая точка графика
функции y = f(x), которая разделяет его выпуклую и вогнутую части.

Определение. Пусть функция f определена на интервале (a, b) и точ-
ка x0 ∈ (a, b). Если на (a, x0) функция f выпукла, а на (x0, b) – вогнута,
или на (a, x0) f вогнута, а на (x0, b) – выпукла, то точка (x0, f (x0)) на-
зывается точкой перегиба функции f .

Если существует f ′′ (x0) и (x0, f (x0)) – точка перегиба, то f ′′ (x0) = 0.
Действительно, существование f ′′ (x0) предполагает существование f ′(x)

в некоторой окрестности точки x0. Если при переходе через точку x0

функция f меняет характер выпуклости, то, согласно теореме 3, при пе-
реходе через точку x0 производная f ′(x) меняет характер монотонности.
Значит, в точке x0 производная f ′(x) имеет экстремум, откуда, в силу
теоремы Ферма, f ′′ (x0) = 0.

Однако условие f ′′ (x0) = 0 не означает, что (x0, f (x0)) – точка пере-
гиба функции f . Например, для функции f(x) = x4 имеем f ′′(0) = 0, но
в точке (0, 0) перегиба нет.

Достаточным условием перегиба для дважды дифференцируемой
функции является условие сохранения знака второй производной f ′′ слева
от x0, справа от x0 и его изменения при переходе через точку x0.

Теорема 5. Пусть функция f определена на интервале I и точка
x0 ∈ I. Пусть, далее, существует f ′′(x) (x ∈ I), f ′′ (x0) = 0 и f ′′(x) ≤ 0

при x < x0 и f ′′(x) ≥ 0 при x > x0. Тогда (x0, f (x0)) – точка перегиба,
и при переходе через точку x0 функция меняет характер выпуклости с
выпуклости вверх на выпуклость вниз.

Эта теорема является следствием теоремы 3.
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5.9 Исследование функций и построение
графиков

Приведем примерную схему исследования функции.

1. Находим область определения D(f) функции, исследуем f на чет-
ность и периодичность.

a) Функция f называется четной, если для любого x ∈ D(f) вы-
полнены два условия: −x ∈ D(f) и f(−x) = f(x). Функция f называется
нечетной, если для любого x ∈ D(f) выполнены два условия: −x ∈ D(f)

и f(−x) = −f(x).
b) Функция f называется периодической, если существует такое T >

0, что для всех x ∈ D(f) x + T ∈ D(f), x − T ∈ D(f) и f(x − T ) = f(x) =

f(x + T ).

2. Находим точки пересечения с осями координат, множества, на ко-
торых функция сохраняет знак.

3. Находим асимптоты графика функции.
a) Прямая kx+ b называется наклонной асимптотой графика функ-

ции y = f(x) при x → +∞, если limx→+∞ (f(x) − (kx + b)) = 0. Значения
k и b в уравнении асимптоты определяются равенствами

k = lim
x→+∞

f(x)
x

, b = lim
x→+∞(f(x) − kx),

причем существование этих пределов равносильно существованию асимп-
тоты. Аналогично определяется асимптота при x → −∞.

b) Вертикальная прямая x = x0 называется вертикальной асимпто-
той функции f , если limx→x0+0 f(x) = ±∞, или limx→x0−0 f(x) = ±∞.

4. Исследуем функцию на непрерывность и характеризуем ее точки
разрыва.

5. С помощью первой производной находим промежутки монотонно-
сти функции и точки экстремума.

6. С помощью второй производной исследуем характер выпуклости
функции на различных промежутках и находим точки перегиба.
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6.1 Определение и простейшие свойства
неопределенного интеграла

Пусть функция f дифференцируема в некоторой точке x. Тогда, согласно
определению дифференцируемости и свойствам производной, справедли-
во равенство

f(x + Δx) − f (x) = f ′ (x) Δx + o (Δx) (Δx → 0).

Левая часть этого равенства называется приращением функции f в точ-
ке x, соответствующим приращению Δx независимой переменной в точке
x, и обозначается Δf ≡ Δf (x) = f (x + Δx) − f (x). Таким образом, при-
ращение Δf (x) дифференцируемой в точке x функции f состоит из двух
слагаемых: f ′ (x)Δx и o (Δx). При этом главную часть этого приращения
составляет первое слагаемое (за исключением случая, когда f ′ (x) = 0).
Итак, мы приходим к следующему определению.

Определение. Пусть функция f дифференцируема в точке x. Линей-
ная функция dy = f ′ (x) dx переменной dx называется дифференциалом
функции f в точке x и обозначается

df (x) = f ′ (x) dx.

Если в определении дифференциала переменную x считать зависимой
от другой переменной x = x(t), то для функции g(t) = f(x(t)) будем иметь

df(x) = df(x(t)) = dg(t) = g′(t)dt = f ′(x(t))x′(t)dt = f ′(x)dx.

Получили, что форма дифференциала функции не зависит от того, явля-
ется ли переменная x зависимой, или независимой. Это свойство называ-
ется инвариантностью формы дифференциала.
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Свойства дифференциала определяются свойствами производных и
правилами дифференцирования. Например,

d(uv)(x) = (u′(x)v(x) + u(x)v′(x)) dx = u(x) dv(x) + v(x) du(x),

или, короче,
d(uv) = u dv + v du.

Аналогично имеем
d
(u

v

)
=

v du − u dv

v2
.

В дальнейшем при изучении функций многих переменных мы остановим-
ся на понятии дифференциала более подробно.

Напомним, что функция f называется дифференцируемой на интер-
вале, если она дифференцируема в каждой точке этого интервала.

Определение. Пусть функция f определена на интервале I. Если
существует функция F , дифференцируемая на интервале I и такая, что
F ′(x) = f(x) для всех x ∈ I, то функция F называется первообразной
(или примитивной) для функции f на этом интервале.

Например, f(x) = 2xex2
, F (x) = ex2

(−∞ < x < +∞).

Если для функции f существует одна первообразная, то существует
бесконечно много первообразных. Действительно, каждая функция вида
F (x) + C, где C – постоянная, также является первообразной, поскольку
(F (x) + C)′ = F ′(x) = f(x).

Ниже будет доказана следующая

Теорема. Каждая непрерывная на интервале функция имеет перво-
образную на этом интервале.

Пример. Пусть f(x) = |x|, x ∈ (−∞,+∞). Тогда F (x) = x2

2 при
x > 0 и F (x) = −x2

2 при x < 0. Легко проверить, что для функции
F (x) = x2

2 signx (−∞ < x < +∞) справедливо также равенство F ′(0) =

0 = |0| = f(0), так что F – первообразная для f .

Теорема. Если функция f имеет первообразную на интервале I,
то разность двух любых ее первообразных тождественно постоянна на
этом интервале.
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Доказательство. Пусть F1, F2 – две первообразные для функции
f . Тогда F ′

1(x) = f(x) и F ′
2(x) = f(x) для всех x ∈ I. Отсюда следует,

что для всех x ∈ I справедливо равенство (F1 − F2)′(x) = 0. Поэтому, в
силу следствия из теоремы Лагранжа, разность F1 − F2 – тождественно
постоянная функция, что и требовалось доказать.

Из этой теоремы следует, что все первообразные можно описать ра-
венством F (x) + C, где F (x) – одна из первообразных.

Определение. Совокупность всех первообразных функции f называ-
ется неопределенным интегралом от функции f и обозначается

∫
f(x)dx.

При этом сама функция f(x) называется подынтегральной функцией, а
f(x)dx называется подынтегральным выражением.

Как было сказано выше, если F (x) – одна из первообразных функции
f(x), то справедливо следующее равенство:∫

f(x)dx = F (x) + C,

где C – постоянная.
Операция нахождения первообразных называется интегрированием.

Отметим, что определение первообразной не является конструктивным,
как, например, определение производной. Действительно, в определении
производной дается правило ее вычисления, а в определении первообраз-
ной – только свойство, которым она должна обладать. Такое определение
называется дескриптивным.

Простейшие свойства неопределенного интеграла.
1. Если функция F дифференцируема на интервале I, то∫

F ′(x)dx = F (x) + C.

Это сразу следует из определения первообразной.

2. Если
∫

f(x)dx = F (x) + C и
∫

g(x)dx = G(x) + C, то
∫

[f(x) +

g(x)]dx = F (x) + G(x) + C, или, что то же самое,∫
[f(x) + g(x)]dx =

∫
f(x)dx +

∫
g(x)dx.
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Действительно, при наших предположениях имеет место равенство

(F (x) + G(x))′ = F ′(x) + G′(x) = f(x) + g(x).

3. Если
∫

f(x)dx = F (x) + C, то для любого действительного числа
α �= 0

∫
[αf(x)]dx = αF (x) + C, или, что то же самое,∫

[αf(x)]dx = α

∫
f(x)dx.

Это равенство очевидно следует из определения. Заметим, что при
α = 0 оно неверно по той причине, что в левой его части совокупность
всех постоянных, а в правой – тождественный нуль.

4. Если
∫

f(t)dt = F (t) + C, то для любого a �= 0 и для любого b∫
f(ax + b)dx =

1
a
F (ax + b) + C.

Действительно,[
1
a
F (ax + b)

]′
=

1
a
F ′(ax + b) · a = f(ax + b).

Например, ∫
cos(2x + 3)dx =

1
2

sin(2x + 3) + C.

6.2 Интегрирование по частям и замена
переменной

Теорема (формула интегрирования по частям).Пусть функции
u(x) и v(x) дифференцируемы на интервале I. Если одна из функций
u(x)v′(x) или u′(x)v(x) имеет первообразную на интервале I, то на этом
интервале имеет первообразную и другая функция, причем справедливо
равенство ∫

u(x)v′(x)dx = u(x)v(x) −
∫

u′(x)v(x)dx. (6.1)



ò. 1. ñ. 186

160 Второй семестр

Доказательство сразу следует из правила дифференцирования про-
изведения. Действительно, пусть u(x)v′(x) имеет первообразную. Тогда,
по правилу дифференцирования произведения, имеем

[u(x)v(x)]′ = u′(x)v(x) + u(x)v′(x).

Отсюда получаем, что u′(x)v(x) является разностью двух производных
функций, т. е. разностью двух функций, имеющих первообразные. По-
этому она сама также является производной, т. е. имеет первообразную,
и справедливо равенство (6.1).

Замечание 1. Коротко правило интегрирования по частям может
быть записано так: ∫

u dv = uv −
∫

v du.

Действительно, в этой записи используется формула для вычисления диф-
ференциала функции du(x) = u′(x)dx.

Замечание 2. Если одна из функций дифференцируема, а другая
имеет первообразную, то их произведение (производной на функцию, име-
ющую первообразную) не обязано иметь первообразную. Такой пример
приводится сразу после этого замечания. Поэтому в формулировке тео-
ремы нужно предполагать наличие первообразной у одной из функций
u′(x)v(x) или u(x)v′(x).

Утверждение. Существуют дифференцируемая функция u и имею-
щая первообразную функция v, такие, что u′v не имеет первообразной.

Доказательство. Достаточно показать, что квадрат функции, име-
ющей первообразную, может не иметь первообразной.

Положим f(x) = |x|α sin 1
x , x �= 0, f(0) = 0. При α > 1 функция f

дифференцируема на R и ее производная равна

f ′(x) =

{
α|x|α−1 sin 1

|x| − |x|α−2 cos 1
x , x �= 0,

0, x = 0.

Поскольку функция α|x|α−1 sin 1
x ≡ ϕ(x) (x �= 0), ϕ(0) = 0 непрерывна на
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R, а значит, имеет первообразную на R, то функция

v(x) ≡ |x|α−2 cos
1
x

= ϕ(x) − f ′(x) (x �= 0), v(0) = 0,

имеет первообразную на R как разность двух функций – ϕ(x) и f ′(x),
имеющих первообразные на R.

Покажем, что при надлежащем выборе числа α > 1 функция v2(x) не
имеет первообразной на R. Предположим противное. Пусть существует
такая дифференцируемая на R функция F , что для всех x ∈ R справед-
ливо равенство

F ′(x) = v2(x) = |x|2(α−2) cos2
1
x

, (x �= 0), F ′(0) = 0.

Для k = 1, 2, . . . обозначим

[ak, bk] =
[

4
(4k + 1)π

,
4

(4k − 1)π

]
.

Если x ∈ [ak, bk], то

1
x
∈
[
(4k − 1)π

4
,
(4k + 1)π

4

]
,

2
x
∈
[
(4k − 1)π

2
,
(4k + 1)π

2

]
=
[
2kπ − π

2
, 2kπ +

π

2

]
.

Поэтому для x ∈ [ak, bk] имеем

cos2
1
x

=
1 + cos 2

x

2
≥ 1

2
,

так что F ′(x) ≥ 1
2x2(α−2), x ∈ [ak, bk]. По теореме Лагранжа получим

F (bk) − F (ak) = F ′ (ξk) (bk − ak) ≥ 1
2
ξ
2(α−2)
k (bk − ak) ≥ bk − ak

2
b
2(α−2)
k ,

где ξk ∈ [ak, bk], а число α > 1 будет выбрано так, что α < 2. Отсюда
получим

F (ak) ≤ F (bk) − bk − ak

2
b
2(α−2)
k .

Заметим, что отрезки [ak, bk] попарно не пересекаются и, так как F ′(x) ≥
0, то функция F не убывает. Значит,

F (bk+1) ≤ F (ak) ≤ F (bk) − bk − ak

2
b
2(α−2)
k .
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Отсюда следует, что

F (bk+1) ≤ F (b1) − 1
2

k∑
s=1

(bs − as) b2(α−2)
s . (6.2)

Оценим последнюю сумму справа. Имеем

bs − as =
8
π

1
(4s + 1)(4s − 1)

,

так что
k∑

s=1

(bs − as) b2(α−2)
s = cs

k∑
s=1

1
(4s + 1)(4s − 1)

(
1

4s − 1

)2(α−2)

≥ c′s
k∑

s=1

1
s2α−2

.

Если 2α − 2 ≤ 1, т. е. α ≤ 3
2 , то

∑k
s=1

1
s2α−2 → ∞ (k → ∞). Поэтому

из (6.2) следует, что F (bk+1) → −∞ при k → ∞. Но поскольку bk+1 →
+0 (k → ∞), то это противоречит непрерывности функции F в точке
x0 = 0 справа, которая вытекает из дифференцируемости функции F в
нуле.

Примеры.

1.
∫

xexdx =

[
u = x, dv = exdx

du = dx, v = ex

]
= xex − ∫

exdx = xex − ex + C.

2.
∫

x cos x dx =

[
u = x, dv = cos x dx

du = dx, v = sinx

]
=

= x sin x −
∫

sin x dx = x sin x + cos x + C.

3.
∫

x lnx dx =

[
u = lnx, dv = x dx

du = dx
x , v = x2

2

]
= x2

2 lnx − 1
2

∫
x dx =

=
x2

2
lnx − x2

4
+ C.

Следующий пример показывает такой способ применения формулы
интегрирования по частям, когда в правой части появляется такой же
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интеграл, как и в левой части. Тогда искомый интеграл может быть най-
ден из полученного равенства.

4.
∫

ex cos x dx =

[
u = ex, dv = cos x dx

du = exdx, v = sinx

]
= ex sin x − ∫

ex sin x dx =

= ex sin x−
[

u = ex, dv = sinx dx

du = exdx, v = − cos x

]
= ex sin x+ex cos x−

∫
ex cos x dx.

Из этого равенства находим∫
ex cos x dx =

ex

2
[sin x + cos x] + C.

Теорема (о замене переменной в интеграле). Пусть функция f

имеет первообразную на интервале I, т. е.∫
f(t)dt = F (t) + C.

Пусть, далее, функция ϕ дифференцируема на интервале Δ и ϕ(Δ) ⊂ I.
Тогда справедливо равенство∫

f(ϕ(x))ϕ′(x)dx = F (ϕ(x)) + C.

Доказательство. Действительно, по правилу дифференцирования
сложной функции имеем

[F (ϕ(x))]′ = F ′ (ϕ(x))ϕ′(x) = f (ϕ(x))ϕ′(x).

Примеры.

1.
∫

sin3 x dx =
∫

sin x(1 − cos2 x)dx =
[

cos x = t, dt = − sin x dx
]

=

=
∫

(t2 − 1)dt =
t3

3
− t + C =

cos3 x

3
− cos x + C.
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2.
∫

dx
1+ex =

[
преобразуем 1

1+ex = 1
ex(e−x+1) = e−x

1+e−x

положим 1 + e−x = t, dt = −e−xdx

]
= − ∫

dt
t =

= − ln |t| + C = − ln(1 + e−x) + C = − ln
1 + ex

ex
+ C = x − ln(1 + ex) + C.

Замечание. Мы использовали равенство
∫

dx
x = ln |x|+C. Это равен-

ство следует применять отдельно для промежутков (0,+∞) и (−∞, 0).
При x > 0 оно справедливо по той причине, что |x| = x, (lnx + C)′ = 1

x .

Если же x < 0, то |x| = −x, (ln(−x) + C)′ = 1
−x · (−1) = 1

x , так что и в
этом случае равенство верно.

Итак, если исходный интеграл представлен в виде
∫

f(ϕ(x))ϕ′(x)dx,
то, выполняя замену переменной t = ϕ(x), мы приходим к интегралу∫

f(t)dt. Часто замену переменной в интеграле
∫

g(x)dx применяют в виде
x = ψ(t), затем вычисляют интеграл по t, а чтобы вернуться к старой
переменной x, нужно выразить новую переменную t через x.

Пример. Пусть I =
∫ √

1 − x2dx.
Для вычисления этого интеграла положим x = sin t. Тогда

dx = cos t dt,
√

1 − x2 =
√

1 − sin2 t =
√

cos2 t = cos t.

Подставляя это в исходный интеграл, получаем

I =
∫

cos2 t dt =
∫

1 + cos 2t

2
dt =

t

2
+

sin 2t

4
+ C.

Из равенства x = sin t имеем t = arcsin x, так что

I =
arcsinx

2
+

x
√

1 − x2

2
+ C.

Вычислим этот интеграл еще одним способом, основанным на приме-
нении формулы интегрирования по частям.

I =
∫ √

1 − x2dx =

[
u =

√
1 − x2, dv = dx

du = − x√
1−x2 dx, v = x

]
=
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= x
√

1 − x2 +
∫

x2

√
1 − x2

dx =

= x
√

1 − x2 +
∫

x2 − 1 + 1√
1 − x2

dx = x
√

1 − x2 − I +
∫

dx√
1 − x2

.

Воспользовавшись теперь равенством
∫

dx√
1−x2 = arcsinx + C, вытекаю-

щим из того, что (arcsin x + C)′ = 1√
1−x2 , получим I = x

√
1 − x2 − I +

arcsinx. Отсюда следует

I =
1
2

[
x
√

1 − x2 + arcsin x
]

+ C.

6.3 Интегрирование рациональных функций

Рациональной функцией (или дробью) называется функция вида

f(x) =
P (x)
Q(x)

,

где P (x) и Q(x) – многочлены. Если степень числителя меньше степени
знаменателя, то рациональная дробь называется правильной. Ясно, что
каждая рациональная дробь может быть представлена в виде

P (x)
Q(x)

= R(x) +
P1(x)
Q(x)

,

где R(x) – многочлен, а дробь P1(x)
Q(x) – правильная. Поскольку интегралы

от многочленов вычисляются совсем просто, то мы будем рассматривать
методы интегрирования правильных дробей.

Будем различать следующие четыре вида дробей.

1. A
x−a , где A, a – постоянные.

2. A
(x−a)k , где A, a – постоянные, k = 2, 3 . . .

3. Mx+N
x2+px+q , где M, N, p, q – постоянные, квадратный трехчлен в зна-

менателе не имеет действительных корней.
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4. Mx+N
(x2+px+q)k , где M, N, p, q – постоянные, k = 2, 3, . . ., квадратный

трехчлен в знаменателе не имеет действительных корней.

Покажем как вычисляются интегралы от каждой из этих дробей.

1.
∫

A
x−adx = A ln |x − a| + C.

2.
∫

A
(x−a)k dx = − A

k−1 · 1
(x−a)k−1 + C.

3.
∫

Mx+N
x2+px+q dx. Для вычисления этого интеграла представим подын-

тегральное выражение в виде

Mx + N

x2 + px + q
=

M
2 (2x + p) + N − pM

2

x2 + px + q
=

M

2
· 2x + p

x2 + px + q
+

N − pM
2

x2 + px + q
.

Для вычисления интеграла от первого слагаемого справа, очевидно, до-
статочно выполнить замену t = x2 + px + q. Тогда получим∫

2x + p

x2 + px + q
dx = ln(x2 + px + q) + C.

Для вычисления интеграла от второго слагаемого справа выделим пол-
ный квадрат в знаменателе, т. е. представим знаменатель в виде x2 +px+

q = (x + p
2 )2 + q − p2

4 . Поскольку квадратный трехчлен в знаменателе не
имеет действительных корней, то его дискриминант p2

4 −q < 0. Обозначим
a2 = q − p2

4 . Выполняя замену x + p
2 = t, получим∫

1
x2 + px + q

dx =
∫

1
(x + p

2 )2 + a2
dx =

∫
dt

t2 + a2
=

1
a2

∫
dt

t2

a2 + 1
=

=
1
a

∫
d
(

t
a

)(
t
a

)2 + 1
=

1
a

arctg
t

a
+ C.

Возвращаясь теперь к старой переменной, получим исходный инте-
грал.

4.
∫

Mx+N
(x2+px+q)k dx. Для вычисления этого интеграла, как и в предыду-

щем случае, представим подынтегральное выражение в виде

Mx + N

(x2 + px + q)k
=

M
2 (2x + p) + N − pM

2

(x2 + px + q)k
=



ò. 1. ñ. 193

6. Неопределенный интеграл 167

=
M

2
· 2x + p

(x2 + px + q)k
+

N − pM
2

(x2 + px + q)k
.

Для вычисления интеграла от первого слагаемого справа, очевидно, до-
статочно выполнить замену t = x2 + px + q. Тогда получим∫

2x + p

(x2 + px + q)k
dx =

1
−k + 1

(x2 + px + q)−k+1 + C.

Для вычисления интеграла от второго слагаемого, как и в предыдущем
случае, выделим полный квадрат из квадратного трехчлена в знаменате-
ле. Тогда после замены переменной t = x + p

2 он сведется к интегралу ви-
да

∫
dt

(t2+a2)k . Обозначим этот интеграл через Ik и выведем рекуррентную
формулу для вычисления этого интеграла. Будем применять формулу
интегрирования по частям. Имеем

Ik =
∫

dt

(t2 + a2)k
=

[
u = 1

(t2+a2)k , dv = dt

du = − 2kt
(t2+a2)k+1 dt, v = t

]
=

=
t

(t2 + a2)k
+ 2k

∫
t2

(t2 + a2)k+1
dt =

t

(t2 + a2)k
+ 2k

∫
t2 + a2 − a2

(t2 + a2)k+1
dt =

=
t

(t2 + a2)k
+ 2k

∫
dt

(t2 + a2)k
dt − 2ka2

∫
dt

(t2 + a2)k+1
=

=
t

(t2 + a2)k
+ 2kIk − 2ka2Ik+1.

Отсюда находим

Ik+1 =
1

2ka2

[
t

(t2 + a2)k
+ (2k − 1)Ik

]
(k = 1, 2, . . . ).

При этом, как мы уже вычислили ранее,

I1 =
∫

dt

t2 + a2
=

1
a

arctg
t

a
+ C.

Итак, и в этом случае мы получили правило вычисления интеграла от
дроби четвертого вида.
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Из основной теоремы алгебры следует, что каждый многочлен с дей-
ствительными коэффициентами может быть представлен в виде произве-
дения конечного числа линейных сомножителей вида x − a и квадратич-
ных сомножителей вида x2 + px + q, где p2

4 − q < 0. Именно, справедливо
равенство

Q(x) = A(x−a1)k1 . . . (x−ar)kr (x2 +p1x+q1)m1 . . . (x2 +psx+qs)ms , (6.3)

где ki и mi – целые неотрицательные числа.
С использованием этого представления можно показать, что справед-

лива следующая

Теорема. Пусть P (x)
Q(x) – правильная дробь, знаменатель которой до-

пускает разложение (6.3). Тогда эта дробь единственным образом мо-
жет быть представлена в виде суммы простых дробей, т. е.

P (x)
Q(x)

=
r∑

i=1

ki∑
j=1

Aij

(x − ai)j
+

s∑
i=1

mi∑
j=1

Mijx + Nij

(x2 + pix + qi)j
.

Выше уже показано, что интеграл от каждой простой дроби выража-
ется через элементарные функции. Таким образом, справедлива

Теорема. Каждая рациональная дробь имеет первообразную, кото-
рая выражается через элементарные функции, а именно, с помощью
рациональных функций, логарифмической функции и арктангенса.

Пример 1. I =
∫

2x2−3x+3
x3−2x2+xdx. Разложим знаменатель на множители:

x3 − 2x2 + x = x(x− 1)2. Тогда подынтегральная функция представима в
виде

2x2 − 3x + 3
x(x − 1)2

=
A

x
+

B

x − 1
+

C

(x − 1)2
,

где A, B, C – постоянные коэффициенты. Для их нахождения приве-
дем выражение справа к общему знаменателю и, приравнивая числители
полученных дробей, найдем

2x2 − 3x + 3 = A(x − 1)2 + Bx(x − 1) + Cx.



ò. 1. ñ. 195

6. Неопределенный интеграл 169

Поскольку это тождество имеет место при всех x, кроме x = 0, x = 1,
то коэффициенты этих многочленов при одинаковых степенях x равны.
Приравнивая их, получаем линейную систему уравнений

x2 : 2 = A + B,

x : −3 = −2A − B + C,

x0 : 3 = A.

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
Решая эту систему, находим A = 3, B = −1, C = 2. Подставляя эти
значения в разложение подынтегральной функции и вычисляя соответ-
ствующие интегралы, получаем

I = 3 ln |x| − ln |x − 1| − 2
x − 1

+ C = ln
|x|3

|x − 1| −
2

x − 1
+ C.

Пример 2. I =
∫

x dx
x3+1 . Как и в предыдущем примере, разложим на

множители знаменатель:

x3 + 1 = (x + 1)(x2 − x + 1).

Раскладываем подынтегральное выражение с неопределнными коэффи-
циентами

x

x3 + 1
=

A

x + 1
+

Mx + N

x2 − x + 1
,

откуда x = A(x2−x+1)+(Mx+N)(x+1). Приравнивая коэффициенты при
одинаковых степенях x, составляем линейную систему для нахождения
чисел A, M, N :

x2 : 0 = A + M,

x : 1 = −A + M + N,

x0 : 0 = A + N.

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
Решая эту систему, находим A = − 1

3 , M = N = 1
3 . Поэтому

I = −1
3

ln |x + 1| + 1
3

∫
x + 1

x2 − x + 1
dx =

= −1
3

ln |x + 1| + 1
6

∫
2x − 1

x2 − x + 1
dx +

1
2

∫
dx

x2 − x + 1
=
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= −1
3

ln |x + 1| + 1
6

ln(x2 − x + 1) +
1
2

∫
dx(

x − 1
2

)2 + 3
4

=

= −1
3

ln |x + 1| + 1
6

ln(x2 − x + 1) +
1√
3

arctg
2√
3
(x − 1

2
) + C.

Метод Остроградского. Этот метод интегрирования рациональных
дробей предназначен для выделения рациональной части из интеграла от
рациональной функции. Именно, используя представление (6.3), интеграл
от правильной дроби представляется в виде∫

P (x)
Q(x)

dx =

=
∫

P (x)
A(x − a1)k1 . . . (x − ar)kr (x2 + p1x + q1)m1 . . . (x2 + psx + qs)ms

dx =

=
Rk1+...+kr+2(m1+...+ms)−r−2s−1(x)

A(x − a1)k1−1 . . . (x − ar)kr−1(x2 + p1x + q1)m1−1 . . . (x2 + psx + qs)ms−1
+

+
∫

Sr+2s−1(x)
A(x − a1) . . . (x − ar)(x2 + p1x + q1) . . . (x2 + psx + qs)

dx,

где многочлены Rk1+...+kr+2(m1+...+ms)−r−2s−1(x) и Sr+2s−1(x) степени k1+

. . . + kr + 2(m1 + . . . + ms) − r − 2s − 1 и r + 2s − 1 соответственно имеют
неопределенные коэффициенты. Эти коэффициенты находятся затем из
условия равенства производных левой и правой частей записанного ра-
венства. Таким образом, вычисление интеграла от правильной дроби сво-
дится к вычислению интеграла от другой правильной дроби, у которой в
знаменателе все множители в первой степени. Такой интеграл вычисля-
ется, как указано выше, путем разложения подынтегрального выражения
на простые дроби. Тем самым отпадает необходимость в использовании
полученной выше рекуррентной формулы для вычисления интегралов от
простой дроби четвертого типа.
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6.4 Интегралы вида
∫

R(sin x, cos x)dx

Интегралы указанного вида, где R(u, v) – рациональная функция пере-
менных u и v, также могут быть выражены через элементарные функции.
Задача вычисления этих интегралов с помощью подходящей замены пе-
ременной может быть сведена к нахождению интеграла от рациональной
функции. Действительно, если положим t = tg x

2 , то получим

cos x = cos2
x

2
− sin2 x

2
=

cos2 x
2 − sin2 x

2

cos2 x
2 + sin2 x

2

=
1 − tg2 x

2

1 + tg2 x
2

=
1 − t2

1 + t2
,

sin x = 2 sin
x

2
cos

x

2
=

2 sin x
2 cos x

2

cos2 x
2 + sin2 x

2

=
2 tg x

2

1 + tg2 x
2

=
2t

1 + t2
,

x = 2 arctg t, dx =
2dt

1 + t2
.

Если все эти представления подставить в исходный интеграл, то, очевид-
но, получим интеграл от рациональной относительно переменной t функ-
ции.

Заметим, что в некоторых случаях интегралы указанного вида могут
быть вычислены и более простым способом. Например, интеграл вида∫

R(sin2 x, cos2 x)dx, где R(u, v) – рациональная функция двух перемен-
ных, сводится к интегралу

∫
Q(t)dt, где Q – рациональная функция од-

ного переменного. Действительно, достаточно использовать следующие
равенства

cos2 x =
1

1 + tg2 x
=

1
1 + t2

, sin2 x =
tg2 x

1 + tg2 x
=

t2

1 + t2
.

Тогда замена переменной t = tg x приводит к интегралу
∫

Q1(t) dt
1+t2 , где

Q1 – рациональная функция, а значит и Q(t) = Q1(t)
1+t2 – рациональная

функция.

Примеры.

1.
∫

dx

sin4 x cos2 x
=
∫

(1 + t2)2

t4
dt =
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= − 1
3t3

− 2
t

+ t + C = −1
3

ctg3 x − 2 ctg x + tg x + C.

2.∫
tg3 x dx =

[
t = tg x, dx =

dt

1 + t2

]
=
∫

t3

1 + t2
dt =

∫
(t3 + t) − t

1 + t2
dt =

=
∫

t dt −
∫

t

1 + t2
dt =

t2

2
− [

1 + t2 = z, dz = 2t dt
]

=
t2

2
− 1

2

∫
dz

z
=

=
t2

2
− 1

2
ln(1 + t2) + C =

tg2 x

2
+ ln | cos x| + C.

3.

∫
cos4 x

sin3 x
dx =

∫
cos4 x

sin4 x
sin x dx = [t = cos x, dt = − sin x dx ] =

= −
∫

t4

(1 − t2)2
dt = −

[
u = t3, dv = t dt

(1−t2)2

du = 3t2 dt, v = 1
2 · 1

1−t2

]
=

= −1
2
· t3

1 − t2
+

3
2

∫
t2

1 − t2
dt = −1

2
· t3

1 − t2
− 3

2

∫
(1 − t2) − 1

1 − t2
dt =

= −1
2
· t3

1 − t2
− 3

2

∫
dt +

3
2

∫
dt

1 − t2
=

1
2
· t3

t2 − 1
− 3

2
t +

3
4

ln
∣∣∣∣1 + t

1 − t

∣∣∣∣ + C =

= −1
2
· cos3 x

sin2 x
− 3

2
cos x +

3
4

ln
∣∣∣∣1 + cos x

1 − cos x

∣∣∣∣ + C.

При вычислении интегралов от тригонометрических функций часто
оказываются полезными следующие формулы понижения степени:

cos2 x =
1 + cos 2x

2
, sin2 x =

1 − cos 2x

2
.

Покажем их применение на примере.
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4.
∫

sin2 x cos4 x dx =
1
4

∫
sin2 2x cos2 x dx =

=
1
8

∫ (
sin2 2x + sin2 2x cos 2x

)
dx =

=
∫ (

1
16

(1 − cos 4x) +
1
8

sin2 2x cos 2x

)
dx =

x

16
− sin 4x

64
+

sin3 2x

48
+ C.

6.5 Интегралы вида
∫

R
(
x

p1
q1 , . . . , x

pn
qn

)
dx

Интегралы указанного вида, где R – рациональная функция своих аргу-
ментов, а числа pi и qi – натуральные, могут быть приведены к интегралу
от рациональной функции. Для этого достаточно найти число N – наи-
меньшее общее кратное всех знаменателей qi и сделать замену переменной
x = tN .

Пример.

∫
1 +

√
x − 2 3

√
x

2 + 6
√

x
dx =

[
x = t6, dx = 6t5 dt

]
=
∫

1 + t3 − 2t2

2 + t
· 6t5dt.

6.6 Интегралы вида
∫

R

(
x,

(
αx+β
γx+δ

)1/m
)

dx

Для вычисления таких интегралов положим t = m

√
αx+β
γx+δ . Тогда получим

tm =
αx + β

γx + δ
=⇒ γtmx + δtm = αx + β =⇒ x =

β − δtm

γtm − α
≡ ϕ(t).

Поскольку ϕ – рациональная функция, композиция рациональных функ-
ций является рациональной функцией и производная ϕ′ также рациональ-
на, то в результате такой замены получаем интеграл от рациональной
функции ∫

R(ϕ(t), t)ϕ′(t)dt.
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Примеры.

1.
∫

dx
3
√

(x − 1)(x + 1)2
=
∫

3

√
x + 1
x − 1

· dx

x + 1
=

=

⎡⎣ t = 3

√
x+1
x−1 , x+1

x−1 = t3

x = t3+1
t3−1 , dx = − 6t2dt

(t3−1)2

⎤⎦ =
∫

t · t3 − 1
2t3

· −6t2dt

(t3 − 1)2
=

= −3
∫

dt

t3 − 1
= . . .

2.∫
dx

(1 − x)
√

1 − x2
=
∫

dx

(1 − x2)
√

1−x
1+x

=

⎡⎣ t =
√

1−x
1+x , x = 1−t2

1+t2

dx = − 4t dt
(1+t2)2

⎤⎦ =

=
∫

1(
1 −

(
1−t2

1+t2

)2
)
· t

· −4t dt

(1 + t2)2
= −

∫
dt

t2
=

1
t

+ C =

√
1 + x

1 − x
+ C.

6.7 Интегрирование биномиального
дифференциала

Биномиальным дифференциалом называется выражение xm(a+ bxn)pdx,

где действительные числа a �= 0, b �= 0, а числа p, m и n – рациональные.
Для вычисления интеграла от биномиального дифференциала рас-

смотрим следующие три случая.

1. p – целое. В этом случае полагаем x = tN , где N – наименьшее общее
кратное знаменателей дробей m и n. Ясно, что в этом случае получаем
интеграл от рациональной относительно t функции.

Если же p не целое, то выполним подстановку x = z
1
n . Тогда dx =

1
nz

1
n−1dz, а биномиальный дифференциал преобразовывается к виду

1
n

z
m
n (a + bz)p

z
1
n−1dz =

1
n

(a + bz)p
zqdz,
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где q = m+1
n − 1.

2. Если q = m+1
n −1 – целое, то подстановка t = (a+bz)1/s = (a + bxn)1/s,

где s – знаменатель дроби p, приводит к интегралу от рациональной от-
носительно t функции.

Если же q не целое, то преобразуем дифференциал к виду

1
n

(
a + bz

z

)p

zp+qdz.

3. p + q – целое. В этом случае подстановка t = s

√
a+bz

z = s
√

ax−n + b,
где s – знаменатель дроби p, приводит к интегралу от рациональной от-
носительно t функции.

Итак, в трех рассмотренных случаях
1) p – целое,
2) m+1

n – целое,
3) m+1

n + p – целое
интеграл от биномиального дифференциала с помощью соответствующей
замены переменной сводится к интегралу от рациональной функции, а
значит, интегрируется в конечном виде. С другой стороны, справедлива
следующая

Теорема Чебышева. Если не выполнено ни одно из условий пере-
численных выше трех случаев, то интеграл от биномиального диффе-
ренциала не является элементарной функцией.

Доказательство этой теоремы основано на применении методов теории
функций комплексного переменного. Здесь мы его приводить не будем.
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7.1 Определение и элементарные свойства

Определение. Пусть на отрезке [a, b] задана функция f . Рассмотрим
произвольную систему точек a = x0 < x1 < . . . < xn = b. Каждую
такую систему назовем разбиением отрезка [a, b], а само разбиение будем
обозначать через Π. Отрезки [xi, xi+1] (i = 0, 1, . . . , n − 1) называются
частичными отрезками разбиения. Наибольшую из длин Δxi = xi+1 − xi

частичных отрезков называют диаметром этого разбиения и обозначают

d(Π) = max
0≤i≤n−1

Δxi.

В каждом из частичных отрезков [xi, xi+1] выберем произвольным обра-
зом точку ξi и составим сумму

σ =
n−1∑
i=0

f(ξi)Δxi.

Сумма σ называется интегральной суммой для функции f , соответству-
ющей заданному разбиению Π и заданному выбору точек ξi.

Для каждого заданного разбиения множество всевозможных инте-
гральных сумм бесконечно, поскольку каждая интегральная сумма за-
висит от способа выбора точек ξi.

Определение. Число I называется пределом интегральных сумм σ

при стремлении к нулю диаметра разбиения d(Π), если для любого ε > 0

найдется такое δ > 0, зависящее, вообще говоря, от ε, что для любого
разбиения Π отрезка [a, b] диаметра d(Π) < δ при любом выборе промежу-
точных точек ξi из частичных отрезков этого разбиения соответствующая
интегральная сумма σ удовлетворяет неравенству |σ − I| < ε, т. е.

∀ε > 0 ∃δ > 0 : ∀Π, d(Π) < δ ∀ξi ∈ [xi, xi+1] (i = 0, 1, . . . , n − 1) |σ − I| < ε.
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Определение. Если существует конечный предел интегральных
сумм при стремлении к нулю диаметра разбиения, то этот предел называ-
ется интегралом от функции f по отрезку [a, b] и обозначается

∫ b

a
f(x)dx.

В этом случае функция f называется интегрируемой на отрезке [a, b]. В
противном случае говорят, что функция f неинтегрируема на [a, b].

Итак, ∫ b

a

f(x)dx = lim
d(Π)→0

σ.

Геометрический смысл определенного интеграла.

x

y

0 a = x0 x1 x2 xn−1xn = b
..
..
..
..
..
..
..

..

..

..

..

..

..

..

..

.

..

..

..

..

..

..

..

..

..

..

.

ξ0 ξ1 ξn−1
x

y

0 a b

С геометрической точки зрения интегральная сумма представляет со-
бой сумму площадей прямоугольников высотой f (ξi) и шириной xi+1−xi.
Поэтому определенный интеграл – предел интегральных сумм при стрем-
лении к нулю диаметра разбиения – можно интерпретировать как пло-
щадь (с учетом знака) криволинейной трапеции, ограниченной осью Ox,
прямыми x = a, x = b и графиком функции y = f(x).

По аналогии с определением предела функции в смысле Гейне, опре-
деление предела интегральных сумм можно выразить в терминах после-
довательностей следующим образом.

Определение. Число I называется пределом интегральных сумм при
стремлении к нулю диаметра разбиения, если для любой последователь-
ности Π1,Π2, . . . ,Πn, . . . разбиений отрезка [a, b], такой, что d(Πn) → 0 при
n → ∞, и при любом выборе промежуточных точек из частичных отрез-
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ков этих разбиений соответствующая последовательность интегральных
сумм σ1, σ2, . . . , σn, . . . сходится к числу I.

Упражнение. Докажите равносильность этих двух определений пре-
дела интегральных сумм.

Теорема. Если функция f интегрируема на отрезке [a, b], то она
ограничена на этом отрезке.

Доказательство. Предположим, что функция f неограничена на
[a, b], и покажем, что в этом случае для любого разбиения Π промежу-
точные точки ξi можно выбрать так, чтобы модуль соответствующей ин-
тегральной суммы оказался большим любого наперед заданного числа.

Рассмотрим произвольное разбиение Π : a = x0 < x1 < . . . < xn =

b. Если f неограничена на [a, b], то найдется такой частичный отрезок
[xj , xj+1], на котором f также неограничена. Действительно, если бы f

оказалась ограниченной на каждом из частичных отрезков, то она бы-
ла бы ограниченной и на всем отрезке [a, b]. Итак, предположим, что f

неограничена сверху на [xj , xj+1]. Зададим произвольное число M и по-
кажем, что точки ξi можно выбрать так, чтобы соответствующая инте-
гральная сумма σ стала большей, чем M . Действительно, сначала выбе-
рем точки ξi во всех отрезках, кроме [xj , xj+1], и составим сумму σ′ =∑

{i:i�=j} f(ξi)Δxi. Затем точку ξj выберем так, чтобы выполнялось нера-
венство f(ξj)Δxj + σ′ > M . Это возможно в силу того, что функция f

неограничена сверху на [a, b]. Тогда получим, что для интегральной сум-
мы σ = σ′ + f(ξj)Δxj выполнено неравенство σ > M.

Случай неограниченной снизу f исчерпывается аналогичным образом.

Наконец заметим, что из определения предела интегральных сумм вы-
текает, что при достаточно мелком разбиении интегральные суммы огра-
ничены независимо от способа выбора промежуточных точек. Действи-
тельно, в определении предела условие d(Π) < δ влечет выполнение нера-
венства |σ−I| < ε, откуда следует, что |σ| < |I|+ε. Мы же, предположив,
что функция f неограничена на [a, b], получаем противоречие с ограни-
ченностью интегральных сумм.
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Замечание. В доказательстве теоремы мы воспользовались тем, что
для интегрируемой функции при достаточно мелком разбиении интеграль-
ные суммы ограничены. На самом деле у интегрируемой функции огра-
ничено множество всех интегральных сумм, соответствующих всевозмож-
ным разбиениям, а не только достаточно мелким. Действительно, мы до-
казали, что интегрируемая на [a, b] функция f ограничена, т. е. существу-
ет такое число A, что |f(x)| < A для всех x ∈ [a, b]. Поэтому для любого
разбиения Π при любом способе выбора точек ξi получим

|σ| ≤
n−1∑
i=0

|f(ξi)|Δxi ≤ A
n−1∑
i=0

Δxi = A(b − a).

Итак, каждая интегрируемая функция ограничена. Однако не каждая
ограниченная функция интегрируема.

Пример ограниченной неинтегрируемой функции. Рассмотрим
функцию Дирихле

D(x) =

{
1, x – рационально,
0, x – иррационально.

Эта функция ограничена. Покажем, что она неинтегрируема на любом
невырожденном отрезке [a, b]. Действительно, если для произвольного
разбиения Π все точки ξi выбрать рациональными, то получим

σ =
n−1∑
i=0

D(ξi)Δxi =
n−1∑
i=0

Δxi = b − a.

Если же все точки ξi взять иррациональными, то

σ =
n−1∑
i=0

D(ξi)Δxi = 0.

Отсюда следует, что интегральные суммы не имеют предела при стрем-
лении к нулю диаметра разбиения.

Пример 1. Пусть f(x) = c, a ≤ x ≤ b. Тогда для любого разбиения Π

при любом выборе точек ξi будет f(ξi) = c и поэтому

σ =
n−1∑
i=0

f(ξi)Δxi = c
n−1∑
i=0

Δxi = c(b − a).
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Таким образом,
∫ b

a
c dx = c(b − a).

Пример 2. Пусть f(x) = x, 0 ≤ x ≤ 1. Выберем произвольное раз-
биение Π : 0 = x0 < x1 < . . . < xn = 1 и точки ξi ∈ [xi, xi+1]. Тогда
соответствующая интегральная сумма будет иметь вид σ =

∑n−1
i=0 ξiΔxi.

Наибольшая из всех интегральных сумм, соответствующая выбранному
разбиению, равна σ =

∑n−1
i=0 xi+1Δxi, а наименьшая σ =

∑n−1
i=0 xiΔxi.

Тогда имеем

σ + σ =
n−1∑
i=0

(xi+1 + xi)Δxi =
n−1∑
i=0

(x2
i+1 − x2

i ) = x2
n − x2

0 = 1,

σ − σ =
n−1∑
i=0

(xi+1 − xi)Δxi ≤ d(Π)
n−1∑
i=0

Δxi = d(Π).

Таким образом, σ−σ → 0 при d(Π) → 0, а поскольку σ +σ = 1, то обе эти
суммы стремятся к 1

2 . Отсюда и из неравенства σ ≤ σ ≤ σ сразу следует,
что σ → 1

2 при d(Π) → 0. Итак, функция интегрируема и
∫ 1

0
x dx = 1

2 .

Пример 3. Ступенчатые функции. Функция f называется ступен-
чатой на отрезке [a, b], если [a, b] можно разбить на отрезки [a0, a1], . . . ,

[as−1, as], где a = a0 < a1 < . . . < as = b, такие, что функция f посто-
янна на каждом интервале (aj , aj+1), т. е. f(x) = cj , x ∈ (aj , aj+1), j =

0, 1, . . . , s − 1.
При достаточно малых δ для разбиения Π : a = x0 < x1 < . . . < xn =

b, диаметр которого меньше, чем δ, все частичные отрезки разбиения, за
исключением, быть может, не более чем 2s штук, расположены целиком в
соответствующих интервалах постоянства функции f . Пусть разбиению
Π при каком-либо выборе промежуточных точек ξj соответствует инте-
гральная сумма σ. Имеем∣∣∣∣∣∣σ −

s−1∑
j=0

cj(aj+1 − aj)

∣∣∣∣∣∣ ≤ 2s · δ ·
[

max
a≤x≤b

f(x) − min
a≤x≤b

f(x)
]

.

Отсюда ясно, что при стремлении к нулю диаметра разбиения интеграль-
ные суммы стремятся к

∑s−1
j=0 cj(aj+1−aj), т. е.

∫ b

a
f(x)dx =

∑s−1
j=0 cj(aj+1−

aj).
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Пример 4. Функция Римана. Напомним, что функция Римана
определяется равенством

R(x) =

{
0, x − иррационально,
1
q , где x = p

q − несократимая дробь.

Покажем, что эта функция интегрируема на [0, 1] и ее интеграл равен ну-
лю. Для этого заметим, что для любого x ∈ [0, 1] имеем limy→x R(y) = 0.
Действительно, это сразу следует из того, что при любом фиксированном
ε > 0 на отрезке [0, 1] существует лишь конечное число таких точек, в ко-
торых функция Римана принимает значения большие, чем ε. Обозначим
число таких точек через Nε.

Зафиксируем ε > 0 и положим ε′ = ε
2 , δ = ε′

2Nε′
. Тогда при любом раз-

биении Π, диаметр которого меньше, чем δ, и при любом способе выбора
промежуточных точек количество слагаемых в интегральной сумме, для
которых значение функции больше, чем ε′, не превосходит 2Nε′ . Поэтому
для интегральной суммы σ справедлива следующая оценка:

σ ≤ Nε′δ + ε′
n−1∑
i=0

Δxi ≤ Nε′
ε′

2Nε′
+

ε

2
= ε.

Таким образом, получили, что σ → 0 при d(Π) → 0, т. е.
∫ 1

0
R(x)dx = 0.

7.2 Суммы Дарбу и интегралы Дарбу

Пусть f – ограниченная на отрезке [a, b] функция. Выберем произвольное
разбиение этого отрезка Π : a = x0 < x1 < . . . < xn = b и обозначим

Mi = sup
xi≤x≤xi+1

f(x), mi = inf
xi≤x≤xi+1

f(x) (i = 0, 1, . . . , n − 1).

Определение. Сумма SΠ =
∑n−1

i=0 MiΔxi называется верхней сум-
мой Дарбу для функции f , соответствующей разбиению Π, а сумма SΠ =∑n−1

i=0 miΔxi называется нижней суммой Дарбу, соответствующей разби-
ению Π.
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Очевидно, что SΠ ≤ SΠ, и любая интегральная сумма σ, соответству-
ющая разбиению Π, удовлетворяет неравенству

SΠ ≤ σ ≤ SΠ. (7.1)

Действительно, при любом выборе точек ξi ∈ [xi, xi+1] из определения
mi и Mi получаем mi ≤ f(ξi) ≤ Mi. Умножив это неравенство на Δxi и
сложив по i, получаем (7.1).

Если функция f непрерывна на [a, b], то на каждом из частичных
отрезков [xi, xi+1] она достигает своего наибольшего и наименьшего зна-
чений, т. е. точки ξi и ηi можно выбрать так, чтобы были выполнеы ра-
венства f(ξi) = mi и f(ηi) = Mi. Поэтому в этом случае суммы Дарбу
сами являются интегральными суммами. Если же f разрывна, то суммы
Дарбу не обязаны быть интегральными суммами. Однако справедливо
следующее

Утверждение. Для произвольной ограниченной функции f и задан-
ного разбиения Π верхняя и нижняя суммы Дарбу сами являются соот-
ветственно верхней и нижней гранями множества всех интегральных
сумм, соответствующих заданному разбиению Π.

Доказательство. Действительно, зададим ε > 0 и, пользуясь опре-
делением верхней грани, для каждого i = 0, 1, . . . , n − 1 найдем такие
ηi ∈ [xi, xi+1], что f(ηi) > Mi − ε. Тогда получим

σ =
n−1∑
i=0

f(ηi)Δxi >
n−1∑
i=0

MiΔxi − ε(b − a) = SΠ − ε(b − a).

Отсюда следует, что SΠ = sup{σ}, где верхняя грань берется по мно-
жеству всевозможных интегральных сумм, соответствующих заданному
разбиению Π.

Доказательство для нижней суммы Дарбу аналогично.

Свойства сумм Дарбу.
1. Если к имеющимся точкам разбиения добавить новые точки, то

от этого верхняя сумма Дарбу не увеличится, а нижняя сумма Дарбу
не уменьшится.
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Доказательство. Пусть имеется изначально разбиение Π. Достаточ-
но рассмотреть случай, когда к имеющимся точкам добавляется одна точ-
ка x′ ∈ [xi, xi+1], в результате чего получаем новое разбиение Π′. Тогда
суммы SΠ и SΠ′ содержат одни и те же слагаемые, за исключением сла-
гаемых, отвечающих отрезку [xi, xi+1]. В сумме SΠ этому отрезку отве-
чает слагаемое Mi(xi+1 − xi), а в сумме SΠ′ ему соответствуют два сла-
гаемых M ′

i(x
′ − xi) + M ′′

i (xi+1 − x′), где M ′
i = supxi≤x≤x′ f(x), M ′′

i =

supx′≤x≤xi+1
f(x). Ясно, что M ′

i ≤ Mi и M ′′
i ≤ Mi. Поэтому M ′

i(x
′ − xi) +

M ′′
i (xi+1 − x′) ≤ Mi(xi+1 − xi), так что и SΠ′ ≤ SΠ.
Для нижних сумм доказательство аналогичное.

2. Каждая нижняя сумма Дарбу не превосходит каждой верхней
суммы Дарбу, даже если они соответствуют разным разбиениям.

Доказательство. Пусть Π1, Π2 – произвольные разбиения отрезка
[a, b]. Докажем, что SΠ1

≤ SΠ2 . Объединяя точки разбиений Π1 и Π2,
получим новое разбиение Π, причем, поскольку Π может быть получено из
Π1 путем добавления к Π1 новых точек деления, то, в силу предыдущего
свойства, имеем SΠ1

≤ SΠ. С другой стороны, разбиение Π может быть
получено из Π2 путем добавления к Π2 новых точек деления, так что, в
силу предыдущего свойства, SΠ ≤ SΠ2 . Объединяя эти два неравенства
и учитывая, что SΠ ≤ SΠ, получаем SΠ1

≤ SΠ2 .
Интегралы Дарбу. Пусть функция f ограничена на отрезке [a, b],

т. е. |f(x)| ≤ M, a ≤ x ≤ b. Тогда для любого разбиения Π справедли-
вы неравенства |SΠ| ≤ M(b − a) и |SΠ| ≤ M(b − a). Это означает, что
множества всевозможных верхних и нижних сумм Дарбу являются огра-
ниченными.

Определение. Верхняя грань множества всевозможных нижних сумм
Дарбу называется нижним интегралом функции f и обозначается I =

supΠ{SΠ}. Нижняя грань множества всевозможных верхних сумм Дарбу
называется верхним интегралом и обозначается I = infΠ{SΠ}.

Связь между верхним и нижним интегралами устанавливает
Утверждение.Для любой ограниченной функции f справедливо нера-

венство I ≤ I.
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Доказательство. Как было показано выше, каждая нижняя сумма
Дарбу не превосходит каждой верхней суммы Дарбу, т. е. для любых двух
разбиений Π и Π′ справедливо неравенство SΠ ≤ SΠ′ . Переходя к верхней
грани по всевозможным разбиениям Π, получаем I ≤ SΠ′ . Поскольку в
полученном неравенстве разбиение Π′ произвольное, то переходя к ниж-
ней грани по всевозможным разбиениям, получим I ≤ I.

Пример. Рассмотрим функцию Дирихле на отрезке [0, 1]. Для нее,
очевидно, при любом разбиении Π будет SΠ = 0, так что и I = 0. С
другой стороны, SΠ = 1, так что I = 1.

Теорема (критерий интегрируемости по Риману). Пусть функ-
ция f ограничена на отрезке [a, b]. Для того чтобы f была интегрируе-
мой на этом отрезке, необходимо и достаточно, чтобы было выполнено
равенство

lim
d(Π)→0

(
SΠ − SΠ

)
= 0.

Это равенство означает, что для любого положительного ε найдется
такое положительное δ, что для каждого разбиения Π, диаметр кото-
рого d(Π) < δ, справедливо неравенство SΠ − SΠ < ε.

Доказательство. Необходимость. Пусть функция f интегрируе-
ма, т. е. существует конечный

I ≡ lim
d(Π)→0

σ.

Это означает, что для любого ε > 0 найдется такое δ > 0, что для любого
разбиения Π с d(Π) < δ и при любом выборе промежуточных точек ξi

выполнено неравенство |σ − I| < ε. Это неравенство можно переписать
так: I − ε < σ < I + ε.

Зафиксируем произвольное разбиение Π с d(Π) < δ. Поскольку SΠ –
верхняя грань множества всех интегральных сумм σ, соответствующих
разбиению Π, и σ < I + ε, то SΠ ≤ I + ε.

Аналогично получаем SΠ ≥ I − ε. Таким образом, I − ε ≤ SΠ ≤ SΠ ≤
I + ε. Отсюда следует, что SΠ − SΠ ≤ 2ε, если только d(Π) < δ.
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Достаточность. Заметим, что для любого разбиения Π справедливо
неравенство SΠ ≤ I ≤ I ≤ SΠ. Поскольку, по условию, SΠ − SΠ → 0 при
d(Π) → 0, то I = I. Обозначим их общее значение через I. Тогда получим,
что для любого разбиения Π имеет место неравенство SΠ ≤ I ≤ SΠ.
Но и каждая интегральная сумма σ, отвечающая разбиению Π, также
удовлетворяет неравенству SΠ ≤ σ ≤ SΠ. Отсюда следует, что |σ − I| ≤
SΠ−SΠ. Поскольку правая часть последнего неравенства стемится к нулю
при d(Π) → 0, то получаем

lim
d(Π)→0

σ = I.

Замечание. Из доказательства необходимости видно, что для инте-
грируемой функции ее верхняя и нижняя суммы Дарбу стремятся к ин-
тегралу от функции при стремлении к нулю диаметра разбиения.

Определение. Для ограниченной на отрезке [α, β] функции ϕ число

ω = sup |ϕ(x′) − ϕ(x′′)|,

где x′, x′′ ∈ [α, β], называется колебанием функции ϕ на [α, β].

Обозначим M = supα≤x≤β ϕ(x) и m = infα≤x≤β ϕ(x). Тогда, как легко
видеть, ω = M − m.

Пусть теперь ограниченная функция f задана на отрезке [a, b]. Тогда
для произвольного разбиения Π колебание f на [xi, xi+1] равно ωi = Mi −
mi. Поэтому

SΠ − SΠ =
n−1∑
i=0

(Mi − mi) Δxi =
n−1∑
i=0

ωiΔxi.

Таким образом, равносильная формулировка критерия интегрируемости
примет следующий вид.

Теорема (критерий интегрируемости в терминах колебаний).
Для того чтобы ограниченная функция f была интегрируемой по Рима-
ну на отрезке [a, b], необходимо и достаточно, чтобы было выполнено
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равенство

lim
d(Π)→0

n−1∑
i=0

ωiΔxi = 0,

где ωi – колебание функции f на отрезке [xi, xi+1].

7.3 Классы интегрируемых функций

Теорема 1. Если функция f непрерывна на отрезке [a, b], то она
интегрируема на этом отрезке.

Доказательство.По теореме Кантора функция f равномерно непре-
рывна на [a, b]. Это означает, что для любого ε > 0 найдется такое δ > 0,
что для любых точек x′, x′′ ∈ [a, b], таких, что |x′ − x′′| < δ, справедливо
неравенство |f(x′)−f(x′′)| < ε. Отсюда следует, что для любого разбиения
Π, диаметр которого d(Π) < δ, справедливо неравенство

ωi = sup
x′,x′′∈[xi,xi+1]

|f(x′) − f(x′′)| ≤ ε (i = 0, 1, . . . n − 1).

Поэтому
n−1∑
i=0

ωiΔxi ≤ ε

n−1∑
i=0

Δxi = ε(b − a),

если только d(Π) < δ. Таким образом, выполнено условие критерия инте-
грируемости в терминах колебаний и тем самым теорема доказана.

Теорема 2. Если функция f монотонна на отрезке [a, b], то она ин-
тегрируема на этом отрезке.

Доказательство. Пусть, например, f возрастает. Возьмем произ-
вольное разбиение Π. Тогда ωi = f(xi+1) − f(xi), поскольку колебание
функции является разностью между наибольшим и наименьшим значе-
ниями функции. Получим

n−1∑
i=0

ωiΔxi ≤ d(Π)
∑

(f(xi+1) − f(xi)) = d(Π) [f(b) − f(a)] .

Отсюда видно, что выполнены условия критерия интегрируемости в тер-
минах колебаний и теорема доказана.
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Замечание. Из теоремы 2 видно, что существуют разрывные инте-
грируемые функции. В частности, монотонная функция может иметь раз-
рывы в счетном множестве точек. Поэтому интегрируемая функция мо-
жет иметь счетное множество точек разрыва.

Пример. Положим f(0) = 0, f(x) = 1
n

(
x ∈

(
1

n+1 , 1
n

]
, n = 1, 2, . . .

)
.

Ясно, что каждая точка вида 1
n является точкой разрыва функции, так

что множество точек разрыва функции f счетно. С другой стороны, по-
скольку f возрастает на [0, 1], то, по теореме 2, она интегрируема на [0, 1].

Теорема 3. Если функция f ограничена на отрезке [a, b] и имеет на
этом отрезке лишь конечное число точек разрыва, то она интегрируема
на [a, b].

Доказательство. Пусть a1, . . . , ak – точки разрыва. Зададим ε > 0

и для каждой точки разрыва выберем некоторую ее окрестность длины,
меньшей чем ε. Эти окрестности можно выбрать так, чтобы они попар-
но не пересекались. Обозначим их Δ1, . . . ,Δk. Выбросив эти окрестности
из отрезка [a, b], получим конечный набор отрезков I1, . . . , Im (их коли-
чество не обязательно равно k). На каждом из этих отрезков функция
непрерывна и, в силу теоремы Кантора, равномерно непрерывна. Поэто-
му для каждого отрезка Ij найдется δj > 0, такое, что для любой пары
точек x′, x′′ ∈ Ij условие |x′ − x′′| < δj влечет выполнение неравенства
|f(x′) − f(x′′)| < ε. Положим δ = min(δ1, . . . , δm, ε).

Пусть теперь Π : a = x0 < x1 < . . . < xn = b – произвольное разбие-
ние отрезка [a, b] с диаметром d(Π) < δ. Рассмотрим сумму

∑n−1
i=0 ωiΔxi.

Разобьем ее на две суммы. В первую отнесем слагаемые, отвечающие тем
отрезкам [xi, xi+1], каждый из которых содержится в одном из отрезков
Ij . Для этих отрезков имеем ωi ≤ ε, и поэтому для соответствующей сум-
мы справедливо неравенство∑′

ωiΔxi < ε
∑′

Δxi ≤ ε(b − a).

Во вторую сумму попадают слагаемые, отвечающие тем отрезкам
[xi, xi+1], каждый из которых имеет общие точки по крайней мере с одним
из интервалов Δj . Оценим сумму длин этих отрезков. Среди частичных
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отрезков, имеющих общие точки с Δj , могут быть такие, которые цели-
ком содержатся в Δj . Сумма их длин не превосходит длины интервала
Δj , которая, в свою очередь, не превосходит ε. Кроме того, могут быть
два отрезка, содержащие концы интервала Δj , сумма их длин не пре-
восходит 2δ ≤ 2ε. Таким образом, сумма длин всех отрезков, имеющих
общие точки с интервалами Δ1, . . . ,Δk, не превосходит 3kε. Обозначим
через Ω колебание функции f на отрезке [a, b]. Поскольку f ограниче-
на, то Ω < ∞ и ωi ≤ Ω (i = 0, 1, . . . , n − 1). Поэтому для второй суммы
получаем следующую оценку:∑′′

ωiΔxi ≤ Ω
∑′′

Δxi ≤ 3kΩε.

Окончательно,

n−1∑
i=0

ωiΔxi =
∑′

ωiΔxi +
∑′′

ωiΔxi ≤ ε(b − a + 3kΩ).

Отсюда, в силу критерия интегрируемости в терминах колебаний, выте-
кает справедливость теоремы.

Пример 1. Функция

f(x) =

{
sin 1

x , 0 < x ≤ 1,

0, x = 0

ограничена и непрерывна всюду, за исключением одной точки. Следова-
тельно, она интегрируема на отрезке [0, 1].

Пример 2. Рассмотрим

f(x) =

{
sign sin 1

x , 0 < x ≤ 1,

0, x = 0.

У этой функции множество точек разрыва счетно и она не является мо-
нотонной. Тем не менее она ограничена, и ее интегрируемость легко дока-
зать, используя критерий Римана и теорему 3. Действительно, зададим
ε > 0 и рассмотрим функцию на отрезке [ε, 1]. На этом отрезке функция
ограничена и имеет конечное число точек разрыва. В силу теоремы 3,
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функция интегрируема на [ε, 1], так что, по критерию Римана, найдется
такое δ > 0, что если только отрезок [ε, 1] будет разбит на части, длины
которых меньше, чем δ, то ∑

ωiΔxi < ε.

Можем считать, что δ < ε. Если теперь весь отрезок [0, 1] разбить на
части, длины которых меньше, чем δ, то

∑′
ωiΔxi, слагаемых, отвечаю-

щих тем отрезкам, которые содержатся целиком в [ε, 1], меньше, чем ε.
Далее, сумма длин отрезков [xi, xi+1], имеющих общие точки с [0, ε), не
превосходит ε + δ ≤ 2ε. Учитывая, что колебание функции на каждом из
отрезков не превосходит 2, получим∑′′

ωiΔxi ≤ 2
∑′′

Δxi ≤ 4ε.

Окончательно,
n−1∑
i=0

ωiΔxi ≤ 5ε,

так что, в силу критерия Римана, функция интегрируема на [0, 1].

Сформулируем еще два критерия интегрируемости ограниченной функ-
ции. Их мы примем без доказательства.

Критерий Дарбу. Для того чтобы ограниченная на отрезке [a, b]

функция была интегрируемой на этом отрезке, необходимо и доста-
точно, чтобы были равны ее верхний и нижний интегралы.

Для формулировки следующего критерия нам понадобится понятие
множества лебеговой меры нуль. Говорят, что множество E имеет лебе-
гову меру нуль, если для любого ε > 0 его можно покрыть конечным или
счетным набором интервалов Δn (т. е. E ⊂ ∪nΔn), любая конечная сумма
длин которых меньше, чем ε.

Каждое счетное множество имеет лебегову меру нуль, поскольку каж-
дую его точку xn можно покрыть интервалом длины ε

2n . Существуют,
однако, несчетные множества, имеющие лебегову меру нуль.
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Критерий Лебега. Для того чтобы ограниченная на отрезке [a, b]

функция была интегрируемой на этом отрезке, необходимо и достаточ-
но, чтобы множество ее точек разрыва было множеством лебеговой
меры нуль.

7.4 Свойства интегрируемых функций

1. Интегрируемость модуля. Если функция f интегрируема на
[a, b], то функция |f | также интегрируема на этом отрезке.

Доказательство. Действительно, для произвольного разбиения Π

через ωi обозначим колебание функции f на [xi, xi+1], а через ωi – ко-
лебание |f | на этом отрезке. Тогда из неравенства ||f(x′)| − |f(x′′)|| ≤
|f(x”) − f(x′′)| (x′, x′′ ∈ [xi, xi+1]) следует, что ωi ≤ ωi. Таким образом,∑n−1

i=0 ωiΔxi ≤ ∑n−1
i=0 ωiΔxi. По условию, в силу критерия интегрируе-

мости Римана, правая часть стремится к нулю при стремлении к нулю
диаметра разбиения. Значит, стремится к нулю и левая часть, и поэтому
функция |f | интегрируема.

Замечание. Из интегрируемости модуля не следует интегрируемость
самой функции. Например, функция f(x) = D(x) − 1

2 , где D(x) – функ-
ция Дирихле, неинтегрируема на [0, 1]. В этом легко убедиться, используя
критерий Лебега, поскольку функция f разрывна в каждой точке отрезка
[0, 1], так что множество ее точек разрыва не является множеством лебе-
говой меры нуль. В то же время |f(x)| ≡ 1

2 , так что |f | интегрируема на
[0, 1].

2. Интегрируемость линейной комбинации. Если функции f и g

интегрируемы на отрезке [a, b], а числа α, β ∈ R, то линейная комбина-
ция αf + βg также интегрируема на [a, b].

Доказательство. Действительно, пусть ϕ = αf + βg. Тогда для со-
ответствующих интегральных сумм справедливо равенство

σϕ =
n−1∑
i=0

ϕ(ξi)Δxi =
n−1∑
i=0

[αf(ξi) + βg(ξi)]Δxi =
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= α
n−1∑
i=0

f(ξi)Δxi + β
n−1∑
i=0

g(ξi)Δxi = ασf + βσg.

По условию два слагаемых справа имеют предел при стремлении к нулю
диаметра разбиения. Поэтому существует конечный предел интегральных
сумм σϕ, и тем самым доказана интегрируемость функции ϕ.

Замечание. В процессе доказательства нами получено равенство∫ b

a

[αf(x) + βg(x)]dx = α

∫ b

a

f(x)dx + β

∫ b

a

g(x)dx.

3. Интегрируемость произведения. Если функции f и g инте-
грируемы на [a, b], то их произведение также интегрируемо на этом
отрезке.

Доказательство. Действительно, обозначим ϕ = f · g и оценим ко-
лебание функции ϕ. Для любых точек x′, x′′ имеем

ϕ(x′) − ϕ(x′′) = f(x′)g(x′) − f(x′′)g(x′′) =

= f(x′)[g(x′) − g(x′′)] + g(x′′)[f(x′) − f(x′′)].

По условию функции f и g интегрируемы, а значит, ограничены. Поэто-
му найдется такая постоянная M , что для всех x ∈ [a, b] справедливы
неравенства |f(x)| ≤ M, |g(x)| ≤ M . Отсюда получаем

|ϕ(x′) − ϕ(x′′)| ≤ M [|g(x′) − g(x′′)| + |f(x′) − f(x′′)|].

Из этого неравенства следует, что для любого разбиения Π будет ωi(ϕ) ≤
M [ωi(f) + ωi(g)]. Дальнейшее завершение доказательства сразу следует
из критерия интегрируемости Римана.

4. Интегрируемость на подынтервалах. Если функция f инте-
грируема на отрезке [a, b], то она интегрируема на любом отрезке [α, β] ⊂
[a, b]. Обратно, если отрезок [a, b] разбит на два отрезка [a, c] и [c, b], на
каждом из которых функция интегрируема, то она интегрируема и на
всем отрезке [a, b].
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Доказательство. Пусть f интегрируема на [a, b] и [α, β] ⊂ [a, b]. За-
дадим ε > 0 и, пользуясь критерием интегрируемости Римана, найдем та-
кое δ > 0, что для любого разбиения Π, диаметр которого меньше, чем δ,
справедливо неравенство

∑n−1
i=0 ωiΔxi < ε. Разобьем теперь отрезок [α, β]

произвольным образом на части, длины которых меньше, чем δ. Пусть это
будут точки α = ξ0 < ξ1 < . . . < ξm = β. Рассмотрим соответствующую
сумму

∑m−1
j=0 ω′

jΔξj , где ω′
j – колебание функции на [ξj , ξj+1]. Оставшиеся

части [a, α] и [β, b] разобьем произвольным образом на отрезки так, чтобы
их длины также были меньшими, чем δ. Тогда получим разбиение всего
отрезка [a, b], диаметр которого меньше, чем δ. Поэтому

∑n−1
i=0 ωiΔxi < ε.

Применяя теперь неравенство
∑m−1

j=0 ω′
jΔξj ≤ ∑n−1

i=0 ωiΔxi, справедливое
по той причине, что каждое слагаемое левой суммы входит также и в
правую сумму, получаем

∑m−1
j=0 ω′

jΔξj < ε. Отсюда, в силу критерия ин-
тегрируемости Римана, следует интегрируемость f на [α, β].

Пусть теперь a < c < b и функция f интегрируема на [a, c] и [c, b]. По-
кажем, что f интегрируема на всем [a, b]. Возьмем произвольное разбие-
ние отрезка [a, b] и рассмотрим соответствующую сумму J =

∑n−1
i=0 ωiΔxi.

Пусть c ∈ [xj , xj+1]. Тогда сумму J разобьем следующим образом:

J =
j−1∑
i=0

ωiΔxi +
n−1∑

i=j+1

ωiΔxi + ωjΔxj ≡ J ′ + J ′′ + ωjΔxj .

Ясно, что при стремлении к нулю диаметра разбиения обе суммы J ′ и
J ′′ стремятся к нулю (в силу интегрируемости функции на [a, c] и [c, b]).
Далее, поскольку f интегрируема на [a, c] и [c, b], то она ограничена на
каждом из этих отрезков, а значит, и на всем [a, b]. Пусть |f(x)| ≤ M

(x ∈ [a, b]). Тогда, очевидно, ωj ≤ 2M , и поэтому ωjΔxj ≤ 2M ·d(Π). Таким
образом, для функции f выполнены условия критерия интегрируемости
Римана, так что она интегрируема на [a, b].

5. Изменение значений функции. Пусть функция f интегрируе-
ма на [a, b]. Если произвольным образом изменить ее значения в конеч-
ном числе точек, то измененная функция также будет интегрируемой
и при этом величина интеграла не изменится.
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Доказательство. Действительно, если изменить значение функции
в m точках, то в сумме

∑n−1
i=0 ωiΔxi могут измениться не более чем 2m

слагаемых. Но каждое из этих слагаемых стремится к нулю при стремле-
нии к нулю диаметра разбиения, так что и новая сумма

∑n−1
i=0 ω′

iΔxi также
будет стремиться к нулю, т. е. функция останется интегрируемой. Ясно
также, что величина интеграла не изменится, поскольку при составле-
нии интегральных сумм σ промежуточные точки ξi можно выбирать так,
чтобы они не совпадали с теми точками, в которых изменялись значения
функции.

Пример. Пусть функция f(x) = 0 при x ∈ [0, 1] \ {1/2} и f
(

1
2

)
= 1.

Тогда функция f интегрируема и
∫ 1

0
f(x)dx = 0. Действительно, изменив

функцию в одной точке, положив f
(

1
2

)
= 0, получим, что новая функция

тождественно равна нулю на [0, 1], а значит, и интеграл от нее по данному
отрезку равен нулю.

Следствие. Если две функции совпадают всюду на отрезке, за ис-
ключением конечного числа точек, то они обе одновременно интегриру-
емы или неинтегрируемы на этом отрезке. Если они интегрируемы, то
их интегралы равны.

Замечание. Изменение интегрируемой функции на счетном множе-
стве точек может привести к неинтегрируемой функции. Например, выше
было показано, что функция Дирихле D(x) неинтегрируема на отрезке
[0, 1]. В то же время она отличается от тождественного нуля на счетном
множестве рациональных точек из отрезка [0, 1].

7.5 Свойства интеграла

1. Линейность интеграла. Если функции f и g интегрируемы на
отрезке [a, b], а числа α, β ∈ R, то∫ b

a

[αf(x) + βg(x)]dx = α

∫ b

a

f(x)dx + β

∫ b

a

g(x)dx.

Это свойство получено нами выше при доказательстве интегрируемо-
сти линейной комбинации.



ò. 1. ñ. 220

194 Второй семестр

2. Аддитивность интеграла. Пусть числа b < a. Зададим точки
a = x0 > x1 > . . . > xn = b, выберем точки ξi ∈ [xi+1, xi] и составим
сумму σ =

∑n−1
i=0 f(ξi)Δxi. Заметим, что в этой сумме все Δxi < 0. Ясно,

что эту сумму можно получить как интегральную сумму на [b, a], только
с противоположным знаком. Это приводит к следующему определению.

Определение. Пусть b < a и функция f интегрируема на [b, a]. Тогда
по определению полагаем∫ b

a

f(x)dx = −
∫ a

b

f(x)dx.

Далее, для каждой функции f , определенной в точке a, полагаем по опре-
делению ∫ a

a

f(x)dx = 0.

Теорема. Пусть a, b, c – произвольные точки на действительной
прямой. Если функция f интегрируема на наибольшем из отрезков с
концами в двух из этих точек, то она интегрируема также и на двух
других отрезках, и справедливо равенство∫ b

a

f(x)dx =
∫ c

a

f(x)dx +
∫ b

c

f(x)dx.

Доказательство. Пусть, например, a < c < b и функция f ин-
тегрируема на [a, b]. Тогда, по доказанному выше свойству 4, она ин-
тегрируема на отрезках [a, c] и [c, b]. Возьмем произвольное разбиение
a = x0 < x1 < . . . < xn = b, такое, что c является одной из точек де-
ления. Выберем промежуточные точки ξi и рассмотрим интегральную
сумму σ =

∑n−1
i=0 f(ξi)Δxi. Если c = xj , то эту сумму разобьем на две:

σ =
∑j−1

i=0 f(ξi)Δxi +
∑n−1

i=j f(ξi)Δxi. При d(Π) → 0 первая сумма спра-
ва стремится к

∫ c

a
f(x)dx, вторая – к

∫ b

c
f(x)dx, а сумма σ стремится к∫ b

a
f(x)dx. Переходя к пределу при d(Π) → 0, получим требуемое равен-

ство.
Пусть теперь c < a < b. Тогда, по уже доказанному,∫ b

c

f(x)dx =
∫ a

c

f(x)dx +
∫ b

a

f(x)dx.
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Отсюда следует∫ b

a

f(x)dx =
∫ b

c

f(x)dx −
∫ a

c

f(x)dx =
∫ c

a

f(x)dx +
∫ b

c

f(x)dx

и теорема доказана полностью.

3. Интеграл от модуля. Пусть функция f интегрируема на отрез-
ке [a, b] (a < b). Тогда ∣∣∣∣∣

∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣∣ ≤
∫ b

a

|f(x)|dx.

Доказательство. Действительно, интегрируемость модуля интегри-
руемой функции доказана выше. Докажем неравенство. Для этого выбе-
рем произвольное разбиение отрезка [a, b]. Тогда для интегральных сумм
будем иметь следующее неравенство:∣∣∣∣∣

n−1∑
i=0

f(ξi)Δxi

∣∣∣∣∣ ≤
n−1∑
i=0

|f(ξi)|Δxi.

При стремлении к нулю диаметра разбиения интегральная сумма под зна-
ком модуля в левой части стремится к

∫ b

a
f(x)dx, а сумма справа стремит-

ся к
∫ b

a
|f(x)|dx. Переходя к пределу при d(Π) → 0, получаем требуемое

неравенство для интегралов.

4. Монотонность интеграла. Пусть функции f и g интегрируемы
на [a, b] (a < b) и f(x) ≤ g(x) для всех x ∈ [a, b]. Тогда∫ b

a

f(x)dx ≤
∫ b

a

g(x)dx.

Доказательство. Действительно, возьмем произвольное разбиение
отрезка [a, b] и выберем промежуточные точки ξi. Тогда f(ξi) ≤ g(ξi) (i =

0, 1, . . . , n−1). Умножая эти неравенства на Δxi > 0 и складывая, получим

n−1∑
i=0

f(ξi)Δxi ≤
n−1∑
i=0

g(ξi)Δxi.
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Отсюда, устремляя к нулю диаметр разбиения, получаем требуемое нера-
венство.

Следствие 1. Пусть f – неотрицательная интегрируемая функция
на [a, b] (a < b). Тогда ∫ b

a

f(x)dx ≥ 0.

Следствие 2. Если интегрируемая функция f строго положительна
на [a, b] (a < b), то и ∫ b

a

f(x)dx > 0.

Доказательство. Действительно, в силу критерия Лебега, найдется
точка x0 ∈ [a, b], в которой функция непрерывна. Поскольку f(x0) > 0, то
найдется такое δ > 0, что f(x) > 1

2f(x0) для всех x ∈ (x0−δ, x0 +δ)∩ [a, b].
Выберем отрезок [α, β] ⊂ (x0 − δ, x0 + δ) ∩ [a, b], a ≤ α < β ≤ b. Тогда, в
силу свойства аддитивности интеграла, получим∫ b

a

f(x)dx =
∫ α

a

f(x)dx +
∫ β

α

f(x)dx +
∫ b

β

f(x)dx.

Первый и третий интегралы справа неотрицательны в силу следствия, а
для второго интеграла, учитывая неравенство f(x) ≥ 1

2f(x0), из свойства
монотонности интеграла получим∫ β

α

f(x)dx ≥
∫ β

α

1
2
f(x0)dx =

1
2
f(x0)(β − α) > 0.

Таким образом,
∫ b

a
f(x)dx > 0.

Следствие 3. Пусть функция f интегрируема на [a, b] и m ≤ f(x) ≤
M для всех x ∈ [a, b]. Тогда

m(b − a) ≤
∫ b

a

f(x)dx ≤ M(b − a). (7.2)
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Это следствие сразу вытекает из свойства монотонности интеграла.

Замечание. В условиях следствия 3 найдется такое число μ ∈ [m,M ],
что ∫ b

a

f(x)dx = μ(b − a).

Действительно, положим μ =
∫ b

a
f(x)dx/(b−a). Тогда, по следствию 3,

m ≤ μ ≤ M.

Отметим, что при a > b в такой формулировке это замечание остается
в силе, в то время как знаки неравенств в (7.2) меняются на противопо-
ложные.

Следствие 4. Если функция f непрерывна на [a, b], то найдется та-
кая точка ξ ∈ [a, b], что∫ b

a

f(x)dx = f(ξ)(b − a).

Доказательство. Действительно, пусть m и M соответственно ниж-
няя и верхняя грани функции f на отрезке [a, b], они достигаются в си-
лу первой теоремы Вейерштрасса. По уже доказанному, найдется точка
μ ∈ [m,M ], такая, что

∫ b

a
f(x)dx = μ(b− a). По теореме Больцано – Коши

о промежуточном значении, найдется такая точка ξ ∈ [a, b], что f(ξ) = μ.

Замечание. Следствие 4 иногда называют теоремой о среднем значе-
нии. Оно тесно связано с теоремой Лагранжа, которую также называют
теоремой о среднем значении в дифференциальном исчислении.

7.6 Теоремы о среднем

Теорема 1 (первая теорема о среднем значении). Пусть функ-
ции f и g интегрируемы на [a, b], причем функция g не меняет знак
на [a, b]. Пусть m = infx∈[a,b] f(x), M = supx∈[a,b] f(x). Тогда найдется
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такое число μ ∈ [m,M ], что∫ b

a

f(x)g(x)dx = μ

∫ b

a

g(x)dx.

Доказательство. Можем считать, что a < b, т. к. если поменять
местами a и b, то знаки обеих частей равенства поменяются на противо-
положные. Пусть g(x) ≥ 0. Неравенство m ≤ f(x) ≤ M умножим на g(x)

и проинтегрируем от a до b. В силу монотонности и линейности интеграла
получим

m

∫ b

a

g(x)dx ≤
∫ b

a

f(x)g(x)dx ≤ M

∫ b

a

g(x)dx.

Если
∫ b

a
g(x)dx = 0, то из этого неравенства видно, что утверждение тео-

ремы справедливо при любом μ. Если же
∫ b

a
g(x)dx > 0, то положим

μ =

∫ b

a
f(x)g(x)dx∫ b

a
g(x)dx

.

Тогда из полученного выше неравенства следует, что m ≤ μ ≤ M , и
теорема доказана.

Случай g(x) ≤ 0 рассматривается аналогично.

Следствие. Если в условиях теоремы 1 функция f непрерывна на
[a, b], то найдется такая точка ξ ∈ [a, b], что∫ b

a

f(x)g(x)dx = f(ξ)
∫ b

a

g(x)dx.

Действительно, в этом случае, по теореме Больцано – Коши о проме-
жуточном значении, число μ является значением функции f в некоторой
точке ξ ∈ [a, b].

Лемма.Пусть функция g интегрируема на отрезке [a, b]. Тогда функ-
ция G(x) ≡ ∫ x

a
g(t)dt (a ≤ x ≤ b) равномерно непрерывна на [a, b].

Доказательство. Пусть x′, x′′ ∈ [a, b], x′ < x′′. Тогда

G(x′′) − G(x′) =
∫ x′′

a

g(t)dt −
∫ x′

a

g(t)dt =
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=
∫ x′

a

g(t)dt +
∫ x′′

x′
g(t)dt −

∫ x′

a

g(t)dt =
∫ x′′

x′
g(t)dt.

Поскольку g интегрируема, то она ограничена, т. е. существует такое M ,
что |g(t)| ≤ M для всех t ∈ [a, b]. Поэтому получаем

|G(x′′) − G(x′)| ≤
∫ x′′

x′
|g(t)|dt ≤ M(x′′ − x′).

Отсюда следует, что функция G равномерно непрерывна на [a, b].

Теорема 2 (вторая теорема о среднем значении). Пусть функ-
ции f и g интегрируемы на [a, b], причем функция f монотонна на [a, b].
Тогда существует точка ξ ∈ [a, b], такая, что∫ b

a

f(x)g(x)dx = f(a)
∫ ξ

a

g(x)dx + f(b)
∫ b

ξ

g(x)dx. (7.3)

Доказательство. Сначала предположим, что f убывает на [a, b] и
неотрицательна. Возьмем произвольное разбиение a = x0 < x1 < . . . <

xn = b отрезка [a, b]. Тогда, по свойству аддитивности интеграла,

I ≡
∫ b

a

f(x)g(x)dx =
n−1∑
i=0

∫ xi+1

xi

f(x)g(x)dx =

=
n−1∑
i=0

f(xi)
∫ xi+1

xi

g(x)dx +
n−1∑
i=0

∫ xi+1

xi

[f(x) − f(xi)]g(x)dx ≡ I ′ + ρ.

Для оценки суммы ρ воспользуемся тем, что интегрируемая функция g

ограничена, т. е. существует такое M , что |g(x)| ≤ M, x ∈ [a, b]. Тогда
получим

|ρ| ≤
n−1∑
i=0

∫ xi+1

xi

|f(x) − f(xi)||g(x)|dx ≤ M
n−1∑
i=0

ωiΔxi,

где ωi – колебания функции f на [xi, xi+1]. Правая часть стремится к
нулю при стремлении к нулю диаметра разбиения в силу критерия инте-
грируемости Римана. Следовательно, сумма I ′ стремится к интегралу I.
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Оценим I ′. Для этого обозначим G(x) =
∫ x

a
g(t)dt. Получим

I ′ =
n−1∑
i=0

f(xi) [G(xi+1) − G(xi)] =
n−1∑
i=0

f(xi)G(xi+1) −
n−1∑
i=0

f(xi)G(xi) =

=
n∑

i=1

f(xi−1)G(xi) −
n−1∑
i=1

f(xi)G(xi) =

= f(xn−1)G(xn) +
n−1∑
i=1

[f(xi−1) − f(xi)]G(xi).

Мы воспользовались равенством G(x0) = G(a) = 0.
Обозначим через L и U соответственно нижнюю и верхнюю грани

функции G на [a, b]. Поскольку, в силу леммы, функция G непрерывна на
[a, b], то они существуют в силу первой теоремы Вейерштрасса. Учитыая
также, что функция f , по предположению, неотрицательна и монотонно
убывающая, т. е. f(xi−1) − f(xi) ≥ 0, получаем следующее неравенство:

L

[
f(xn−1) +

n−1∑
i=1

[f(xi−1) − f(xi)]

]
≤

≤ I ′ ≤ U

[
f(xn−1) +

n−1∑
i=1

[f(xi−1) − f(xi)]

]
.

При этом мы использовали неравенство L ≤ G(xi) ≤ U. Поскольку, как
легко видеть, сумма в квадратных скобках равна f(x0) = f(a), то полу-
ченное неравенство принимает вид Lf(a) ≤ I ′ ≤ Uf(a). Но поскольку
I ′ → I при d(Π) → 0, то отсюда получаем Lf(a) ≤ I ≤ Uf(a). Разделив
это неравенство на f(a) > 0, получим L ≤ I

f(a) ≤ U. Но поскольку функ-
ция G непрерывна на [a, b] в силу леммы, то найдется точка ξ ∈ [a, b],

такая, что G(ξ) = I
f(a) . Отсюда следует, что I = f(a)G(ξ), а учитывая

определение функции G, получаем равенство∫ b

a

f(x)g(x)dx = f(a)
∫ ξ

a

g(x)dx (ξ ∈ [a, b]). (7.4)

Итак, равенство (7.4) доказано нами в предположении, что функция
f убывает и неотрицательна. Рассмотрим теперь случай, когда f убывает
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на [a, b]. Положим f(x) = f(x)− f(b). Тогда f убывает и неотрицательна.
По доказанному, найдется точка ξ, такая, что∫ b

a

f(x)g(x)dx = f(a)
∫ ξ

a

g(x)dx (ξ ∈ [a, b]).

Учитывая, что f(x) = f(x) − f(b), отсюда получаем∫ b

a

[f(x) − f(b)]g(x)dx = [f(a) − f(b)]
∫ ξ

a

g(x)dx,

или, что то же самое,∫ b

a

f(x)g(x)dx = f(a)
∫ ξ

a

g(x)dx + f(b)
∫ b

a

g(x)dx − f(b)
∫ ξ

a

g(x)dx =

= f(a)
∫ ξ

a

g(x)dx + f(b)
∫ b

ξ

g(x)dx.

Этим доказано равенство (7.3).
В случае когда функция f возрастает и неотрицательна на [a, b], ана-

логично тому, как было доказано равенство (7.4), можно показать, что
существует такая точка ξ, что∫ b

a

f(x)g(x)dx = f(b)
∫ b

ξ

g(x)dx. (7.5)

Далее, из (7.5) легко можно получить (7.3) точно так же, как и (7.3) было
получено из (7.4).

Замечание. Формулы (7.3) – (7.5) называются формулами Бонне. В
этих равенствах точки ξ, вообще говоря, разные. В самом деле, мы мо-
жем изменить функцию f в точках a и b, сохранив при этом монотонность
функции f . При этом левая часть (7.3) не изменится, а изменение множи-
телей f(a) и f(b) перед интегралами справа в (7.3), очевидно, повлечет
изменение значения ξ справа в (7.3).

Вторую теорему о среднем иногда записывают в следующем виде:∫ b

a

f(x)g(x)dx = f(a + 0)
∫ ξ′

a

g(x)dx + f(b − 0)
∫ b

ξ′
g(x)dx.
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В этом равенстве точка ξ′, вообще говоря, не совпадает со значением ξ в
равенстве (7.3).

Примеры применения теорем о среднем.
1. Найти

lim
n→∞

∫ 1

0

xn

1 + x
dx.

Оценим

0 ≤
∫ 1

0

xn

1 + x
dx ≤

∫ 1

0

xndx =
1

n + 1
.

Отсюда получаем

lim
n→∞

∫ 1

0

xn

1 + x
dx = 0.

2. Найти

lim
n→∞

∫ π
2

0

sinn xdx.

Зафиксируем ε > 0. Тогда получим∫ π
2

0

sinn xdx =
∫ π

2 − ε
2

0

sinn xdx +
∫ π

2

π
2 − ε

2

sinn xdx ≤

≤
(
sin

(π

2
− ε

2

))n π

2
+

ε

2
.

Поскольку sin
(

π
2 − ε

2

)
< 1, то первое слагаемое справа стремится к нулю

при n → ∞. Поэтому найдется такое N , что для всех n ≥ N справедливо
неравенство (

sin
(π

2
− ε

2

))n π

2
<

ε

2
.

Итак, для заданного ε > 0 мы нашли номер N , начиная с которого∫ π
2

0

sinn xdx < ε.

Это означает, что

lim
n→∞

∫ π
2

0

sinn xdx = 0.

3. Оценить сверху

I ≡
∫ 1

0

sin x

1 + x2
dx.
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Первый способ. Применяя первую теорему о среднем, получаем

I =
1

1 + ξ2

∫ 1

0

sin xdx =
1

1 + ξ2
(− cos x)

∣∣1
0 =

1
1 + ξ2

(1 − cos 1) ≤ 1 − cos 1.

Второй способ. В силу первой теоремы о среднем имеем

I = sin η

∫ 1

0

dx

1 + x2
= sin η arctg x

∣∣1
0 =

π

4
sin η ≤ π

4
sin 1.

4. Оценить интеграл

I ≡
∫ B

A

sin x

x
dx, 0 < A < B < +∞.

Первый способ. Применим вторую теорему о среднем. Для этого
обозначим f(x) = 1

x и g(x) = sinx. Функция f монотонна на [A,B], так
что по второй формуле Бонне получаем

I =
1
A

∫ ξ

A

sin xdx =
1
A

(− cos x)
∣∣∣ξA =

1
A

(cos A − cos ξ).

Отсюда следует, что |I| ≤ 2
A .

Второй способ. Применяя первую теорему о среднем, получим

I = sin ξ

∫ B

A

dx

x
= sin ξ ln

B

A
.

Отсюда следует, что |I| ≤ ln B
A .

7.7 Интеграл с переменным верхним пределом

Пусть функция f интегрируема на отрезке [a, b]. Обозначим

F (x) =
∫ x

a

f(t)dt (x ∈ [a, b]).

По свойству интегрируемых функций, f интегрируема на [a, x] для любого
x ∈ [a, b]. Поэтому функция F определена на [a, b]. Заметим, что F (a) = 0.
Функцию F называют интегралом с переменным верхним пределом, или
неопределенным интегралом Римана.
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Выше мы уже доказали, что для любой интегрируемой на [a, b] функ-
ции f интеграл с переменным верхним пределом – непрерывная на [a, b]

функция (лемма перед формулировкой второй теоремы о среднем значе-
нии).

Теорема. Пусть функция f интегрируема на [a, b] и непрерывна в
точке x0 ∈ [a, b]. Тогда функция F дифференцируема в точке x0 и
F ′(x0) = f(x0).

Доказательство. Пусть, например, a < x0 < b (в точках a и b мож-
но рассматривать только односторонние производные). Тогда для любого
h �= 0, такого, что что x0 + h ∈ [a, b], имеем

F (x0 + h) − F (x0)
h

=
1
h

(∫ x0+h

a

f(t)dt −
∫ x0

a

f(t)dt

)
=

1
h

∫ x0+h

x0

f(t)dt.

Отсюда следует∣∣∣∣F (x0 + h) − F (x0)
h

− f(x0)
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ 1h
∫ x0+h

x0

f(t)dt − f(x0)

∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣ 1h
∫ x0+h

x0

[f(t) − f(x0)]dt

∣∣∣∣∣ ≤ 1
|h|

∣∣∣∣∣
∫ x0+h

x0

|f(t) − f(x0)|dt

∣∣∣∣∣ ≡ ρ(h).

Если мы покажем, что ρ(h) → 0 при h → 0, то тем самым теорема будет
доказана. Для оценки ρ(h) предположим для определенности, что h > 0.

Зададим произвольное ε > 0 и, пользуясь непрерывностью функции f

в точке x0, найдем такое δ > 0, что для всех t, удовлетворяющих условию
|t − x0| < δ, справедливо неравенство |f(t) − f(x0)| < ε. Если теперь
0 < h < δ, то получим

ρ(h) =
1
h

∫ x0+h

x0

|f(t) − f(x0)|dt ≤ ε.

Отсюда следует, что ρ(h) → 0 при h → 0.
Случай h < 0 исчерпывается аналогичным образом. В точках x0 = a и

x0 = b приведенные выше рассуждения достаточно применить для h > 0

и h < 0, соответственно.
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Замечание. Условие непрерывности функции f в точке x0 не являет-
ся необходимым для дифференцируемости F в точке x0. Например, если
взять непрерывную на отрезке [a, b] функцию f , то, по доказанной теоре-
ме, функция F будет дифференциреумой в каждой точке отрезка [a, b].
Изменим теперь значение функции f в одной точке. В результате полу-
чим разрывную функцию f . В то же время, как легко видеть, функция
F останется прежней, т. е. F (x) ≡ ∫ x

a
f(t)dt = F (x) (x ∈ [a, b]) (поскольку

изменение функции в конечном числе точек не влияет на величину ее ин-
теграла). Таким образом, получим, что интеграл с переменным верхним
пределом от разрывной функции может оказаться дифференцируемым.

Пример 1. Рассмотрим функцию

f(x) =

{
sin 1

x , 0 < x ≤ 1,

0, x = 0.

Эта функция ограничена на отрезке [0, 1] и имеет единственную точку
разрыва x0 = 0. Значит, она интегрируема на [0, 1]. Обозначим F (x) =∫ x

0
f(t)dt. Поскольку f непрерывна в каждой точке x �= 0, то, по пред-

ыдущей теореме, функция F дифференцируема в каждой точке x ∈ (0, 1]

и F ′(x) = sin 1
x . В точке x0 = 0 функция f разрывна и поэтому пред-

ыдущая теорема неприменима. Однако можно показать, что существует
F ′

+(0) = 0.

Пример 2. Пусть f(x) = signx, −1 ≤ x ≤ 1. Если −1 ≤ x < 0, то
f(t) = −1, −1 ≤ t ≤ x и

∫ x

−1
f(t)dt = −(x − (−1)) = −(x + 1). Если же

0 ≤ x ≤ 1, то
∫ x

−1
f(t)dt =

∫ 0

−1
f(t)dt +

∫ x

0
f(t)dt = −1 + x.

Таким образом,

F (x) =

{
−(x + 1), −1 ≤ x < 0,

x − 1, 0 ≤ x ≤ 1.

Легко видеть, что в точке x0 = 0 функция F недифференцируема.

Упражнение. Покажите, что если в некоторой точке функция f име-
ет скачок, то интеграл с переменным верхним пределом от этой функции
недифференцируем в этой точке.
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Теорема (основная теорема интегрального исчисления).Пусть
функция f непрерывна на отрезке [a, b]. Тогда она имеет первообразную
на этом отрезке. Одной из ее первообразных является интеграл с пере-
менным пределом от этой функции.

Эта теорема сразу следует из предыдущей.

Покажем, что и у разрывной функции может существовать первооб-
разная. Действительно, в примере 1 функция f разрывна в точке x0 = 0.
Рассмотрим функцию ϕ(x) = x2 cos 1

x , x �= 0, ϕ(0) = 0. Легко видеть,
что существует ϕ′(0) = 0, а при 0 < x ≤ 1 имеем ϕ′(x) = 2x cos 1

x + sin 1
x .

Положим g(x) = 2x cos 1
x (x �= 0), g(0) = 0. Тогда функция g непрерыв-

на на [0, 1] и, в силу основной теоремы интегрального исчисления, имеет
первообразную на [0, 1]. Поэтому и функция f(x) = ϕ′(x) − g(x) имеет
первообразную на [0, 1] как разность двух функций, имеющих первооб-
разные.

Теорема Ньютона – Лейбница (основная формула интеграль-
ного исчисления). Пусть функция f непрерывна на отрезке [a, b] и Φ

– ее первообразная на этом отрезке. Тогда∫ b

a

f(x)dx = Φ(b) − Φ(a) ≡ Φ(x)
∣∣b
a .

Доказательство. Существование первообразной следует из пред-
ыдущей теоремы. Кроме того, одной из первообразных является функция
F (x) =

∫ x

a
f(t)dt. Но разность двух любых первообразных постоянна, так

что F (x)−Φ(x) ≡ C. Поскольку F (a) = 0, то отсюда получаем −Φ(a) = C.
Таким образом, F (x) = Φ(x) − Φ(a). При x = b имеем∫ b

a

f(x)dx = F (b) = Φ(b) − Φ(a).

Теорема (обобщенная теорема Ньютона – Лейбница). Пусть
функция f интегрируема на отрезке [a, b], а Φ непрерывна на этом от-
резке и Φ′(x) = f(x) для всех x ∈ [a, b], за исключением, быть может,
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конечного числа точек. Тогда∫ b

a

f(x)dx = Φ(b) − Φ(a).

Доказательство. Возьмем произвольное разбиение a = x0 < x1 <

. . . < xn = b отрезка [a, b], такое, что среди его точек содержатся все те
точки, в которых не выполняется равенство Φ′(x) = f(x). На каждом из
отрезков [xi, xi+1] функция Φ удовлетворяет условиям теоремы Лагран-
жа. В силу этой теоремы, имеем

Φ(xi+1) − Φ(xi) = Φ′(ξi)Δxi = f(ξi)Δxi,

где точки ξi ∈ (xi, xi+1). Складывая эти равенства, получаем

n−1∑
i=0

[Φ(xi+1) − Φ(xi)] =
n−1∑
i=0

f(ξi)Δxi.

Сумма слева, очевидно, равна Φ(b) − Φ(a), так что

Φ(b) − Φ(a) =
n−1∑
i=0

f(ξi)Δxi.

Справа имеем интегральную сумму для функции f . По условию f – инте-
грируемая функция, так что при стремлении к нулю диаметра разбиения
сумма справа стремится к

∫ b

a
f(x)dx. Поэтому получили

Φ(b) − Φ(a) =
∫ b

a

f(x)dx.

Следствие. Если функция Φ(x) дифференцируема на отрезке [a, b] и
ее производная f(x) ≡ Φ′(x) интегрируема по Риману на этом отрезке,
то

Φ(x) = Φ(a) +
∫ x

a

f(t)dt.

Определение. Пусть функция f задана на отрезке [a, b]. Функцию Φ

будем называть обобщенной первообразной функции f на этом отрезке,
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если Φ непрерывна на [a, b] и Φ′(x) = f(x) всюду, за исключением, быть
может, конечного числа точек.

Заметим, что обобщенная первообразная определяется однозначно с
точностью до постоянного слагаемого, а именно, если Φ1 и Φ2 – две обоб-
щенные первообразные для функции f , то Φ1 − Φ2 ≡ C. Это легко дока-
зывается с помощью теоремы Лагранжа.

Теорема. Если функция f ограничена на отрезке [a, b] и непрерыв-
на всюду, за исключением, быть может, конечного числа точек, то на
этом отрезке она имеет обобщенную первообразную. Одной из обобщен-
ных первообразных является

∫ x

a
f(t)dt.

Доказательство этой теоремы легко получается из основной теоремы
интегрального исчисления.

7.8 Дифференцирование интегралов

Пусть функция f непрерывна на отрезке [a, b]. Тогда, в силу основной
теоремы интегрального исчисления, для любого x ∈ [a, b] справедливо
равенство (∫ x

a

f(t)dt

)′
= f(x).

Обозначим F (x) =
∫ x

a
f(t)dt. Предположим, что функция u задана на

отрезке [α, β], дифференцируема на этом отрезке и такова, что u(τ) ∈
[a, b] (τ ∈ [α, β]). Рассмотрим сложную функцию Φ(τ) = F (u(τ)). При-
меняя теорему о дифференцировании сложной функции, получаем, что
функция Φ дифференцируема на [α, β] и ее производная равна Φ′(τ) =

F ′(u(τ))u′(τ). Таким образом, мы доказали следующее равенство:(∫ u(τ)

a

f(t)dt

)′
= f(u(τ))u′(τ).

Аналогично получаем(∫ b

x

f(t)dt

)′
= −

(∫ x

b

f(t)dt

)′
= −f(x).
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Отсюда для дифференцируемой на отрезке [α, β] функции v, такой, что
v(τ) ∈ [a, b] (τ ∈ [α, β]), имеем(∫ b

v(τ)

f(t)dt

)′
= −

(∫ v(τ)

b

f(t)dt

)′
= −f(v(τ))v′(τ).

Пример 1. Найти производную функции

F (x) =
∫ x3

x2
ln tdt.

Имеем

F ′(x) = 3x2 ln(x3) − 2x ln(x2) = x lnx(9x − 4).

Пример 2. Найти точки экстремума функции

F (x) =
∫ x

0

sin t

t
dt, x > 0.

Имеем F ′(x) = sin x
x . Производная обращается в нуль при x = πk (k =

1, 2, . . .) и при переходе через эти точки она меняет свой знак. Поэтому
во всех точках вида x = πk функция F имеет экстремумы.

7.9 Дальнейшие свойства интеграла Римана

Определение. Функция называется непрерывно дифференцируемой
на отрезке, если ее производная является непрерывной на этом отрезке.
При этом на концах отрезка производная понимается как односторонняя.

Теорема (формула интегрирования по частям). Пусть функции
u и v непрерывно дифференцируемы на отрезке [a, b]. Тогда справедливо
равенство ∫ b

a

u(x)v′(x)dx = u(x)v(x)
∣∣b
a −

∫ b

a

u′(x)v(x)dx.
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Доказательство. По правилу дифференцирования произведения,

(u(x)v(x))′ = u(x)v′(x) + u′(x)v(x).

Из условий теоремы следует, что справа – непрерывная функция, так
что непрерывна и левая часть равенства. Интегрируя это равенство и
используя формулу Ньютона – Лейбница, получим∫ b

a

[u(x)v′(x) + u′(x)v(x)] dx = u(x)v(x)
∣∣b
a .

Каждое из двух слагаемых под знаком интеграла слева – непрерывные, а
значит, интегрируемые функции. Поэтому интеграл от суммы этих функ-
ций равен сумме интегралов от каждой из них. Отсюда следует требуемое
равенство.

Теорема 1 (о замене переменной в определенном интегра-
ле). Пусть функция ϕ непрерывно дифференцируемая на отрезке [α, β],
а функция f непрерывна на некотором отрезке, содержащем область
значений функции ϕ. Пусть ϕ(α) = a и ϕ(β) = b. Тогда справедливо
равенство ∫ b

a

f(x)dx =
∫ β

α

f(ϕ(t))ϕ′(t)dt.

Доказательство. Оба интеграла, очевидно, существуют, и нужно
доказать их равенство. Для этого применим формулу Ньютона – Лейбни-
ца. Пусть F (x) – первообразная для f(x). Она существует в силу непре-
рывности f и основной теоремы интегрального исчисления. Пусть g(t) =

f(ϕ(t))ϕ′(t). Тогда G(t) = F (ϕ(t)) является первообразной для g(t), по-
скольку

G′(t) = (F (ϕ(t)))′ = F ′(ϕ(t))ϕ′(t) = f(ϕ(t))ϕ′(t) = g(t).

По формуле Ньютона – Лейбница, имеем∫ b

a

f(x)dx = F (b) − F (a),
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∫ β

α

g(t)dt = G(β) − G(α) = F (ϕ(β)) − F (ϕ(α)) = F (b) − F (a).

Из этих двух равенств следует теорема.

Пример 1.∫ π

0

x sin xdx =

[
u = x, dv = sin xdx

du = dx, v = − cos x

]
=

= −x cos x|π0 +
∫ π

0

cos xdx = π + sinx|π0 = π.

Пример 2.

In ≡
∫ π

2

0

sinn xdx =

=
∫ π

2

0

sinn−1 x sin xdx =

[
u = sinn−1 x, dv = sinxdx

du = (n − 1) sinn−2 x cos xdx, v = − cos x

]
=

= − sinn−1 x cos x|π
2
0 + (n − 1)

∫ π
2

0

sinn−2 x cos2 xdx =

= 0 + (n − 1)
∫ π

2

0

sinn−2 x(1 − sin2 x)dx =

= (n − 1)
∫ π

2

0

sinn−2 xdx − (n − 1)
∫ π

2

0

sinn xdx = (n − 1)(In−2 − In).

Отсюда получаем nIn = (n − 1)In−2, или

In =
(n − 1)In−2

n
.

Вычислим

I0 =
π

2
, I1 =

∫ π
2

0

sin xdx = − cos x| π
2
0 = 1.

Если n = 2k, то

I2k =
(2k − 1)(2k − 3) . . . 1

2k(2k − 2) . . . 2
π

2
=

(2k − 1)!!
(2k)!!

π

2
,
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а при n = 2k + 1 имеем

I2k+1 =
(2k)!!

(2k + 1)!!
.

Заметим, что sin2k+1 x ≤ sin2k x ≤ sin2k−1 x, 0 ≤ x ≤ π
2 , откуда следует

I2k+1 ≤ I2k ≤ I2k−1, так что

(2k)!!
(2k + 1)!!

≤ (2k − 1)!!
(2k)!!

π

2
≤ (2k − 2)!!

(2k − 1)!!
.

Поэтому справедливо неравенство

xk ≡
(

(2k)!!
(2k − 1)!!

)2 1
2k + 1

≤ π

2
≤
(

(2k)!!
(2k − 1)!!

)2 1
2k

≡ yk.

Оценим

yk − xk =
(

(2k)!!
(2k − 1)!!

)2 1
2k(2k + 1)

=

=
2k + 1

2k

(
(2k)!!

(2k + 1)!!

)2

=
2k + 1

2k
I2
2k+1 =

2k + 1
2k

(∫ π
2

0

sin2k+1 xdx

)2

.

Отсюда и из доказанного выше равенства

lim
n→∞

∫ π
2

0

sinn xdx = 0

следует, что обе последовательности {xk}∞k=1 и {yk}∞k=1 сходятся к π
2 .

Таким образом, мы доказали, что

π = 2 lim
k→∞

(
(2k)!!

(2k − 1)!!

)2 1
2k + 1

.

Это равенство называется формулой Валлиса.

Пример 3. Вычислить

I ≡
∫ 1

0

√
1 − x2dx.

Полагаем x = sin t, где 0 ≤ t ≤ π
2 . Тогда получим

I =
∫ π

2

0

√
1 − sin2 t cos tdt =
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=
∫ π

2

0

cos2 tdt =
∫ π

2

0

1 + cos 2t

2
dt =

π

4
.

Пример 4. Вычислить

I ≡
∫ π

0

x sin x

1 + cos2 x
dx.

Полагаем π − x = t, x = π − t, dx = −dt. Тогда получим

I = −
∫ 0

π

(π − t) sin t

1 + cos2 t
dt =

∫ π

0

(π − t) sin t

1 + cos2 t
dt =

= π

∫ π

0

sin t

1 + cos2 t
dt −

∫ π

0

t sin t

1 + cos2 t
dt =

= −π arctg(cos t)|π0 − I =
π2

2
− I.

Отсюда следует, что I = π2

4 .

Теорема 2 (о замене переменной в определенном интеграле).
Пусть функция f интегрируема на отрезке [a, b], а функция ϕ непре-
рывно дифференцируема на отрезке [α, β], монотонна на этом отрезке
и ϕ(α) = a, ϕ(β) = b. Тогда функция f(ϕ(t))ϕ′(t) интегрируема на от-
резке [α, β] и справедливо равенство∫ b

a

f(x)dx =
∫ β

α

f(ϕ(t))ϕ′(t)dt.

Доказательство. Рассмотрим произвольное разбиение α = t0 < t1 <

. . . < tn = β отрезка [α, β]. Будем предполагать, что функция ϕ возраста-
ет. Тогда отрезок [a, b] тоже разобьется точками a = x0 < x1 < . . . < xn =

b, где xi = ϕ(ti). Если maxΔtj → 0, то стремится к нулю и maxΔxj , так
как функция ϕ равномерно непрерывна на [α, β]. По формуле Лагранжа
имеем

xi+1 − xi = ϕ(ti+1) − ϕ(ti) = ϕ′(τ i)Δti,
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где τ i – некоторые точки из отрезков [ti, ti+1]. Теперь выберем произволь-
ные точки τi ∈ [ti, ti+1] и составим интегральную сумму для f(ϕ(t))ϕ′(t)

σ =
n−1∑
i=0

f(ϕ(τi))ϕ′(τi)Δti.

Обозначим ξi = ϕ(τi) и рассмотрим сумму

J =
n−1∑
i=0

f(ξi)Δxi.

Заметим, что точки ξi ∈ [xi, xi+1] в силу возрастания функции ϕ. Поэтому
J – интегральная сумма для f . Покажем, что σ − J → 0. Действительно,

J =
n−1∑
i=0

f(ϕ(τi))ϕ′(τ i)Δti.

По условию функция ϕ′ непрерывна, а значит, равномерно непрерывна
на [α, β]. Поэтому для заданного ε > 0 найдется такое δ > 0, что для
любых двух точек t′, t′′ ∈ [α, β], удовлетворяющих условию |t′ − t′′| < δ,
справедливо неравенство |ϕ′(t′) − ϕ′(t′′)| < ε. Если диаметр разбиения
отрезка [α, β] будет меньшим, чем δ, то получим

|σ − J | ≤
n−1∑
i=0

|f(ϕ(τi))| · |ϕ′(τi) − ϕ′(τ i)|Δti ≤ εM(β − α),

где M – верхняя грань функции |f(x)| на отрезке [a, b]. Таким обра-
зом, при стремлении к нулю диаметра разбиения отрезка [α, β] имеем
σ − J → 0. Подчеркнем, что при этом диаметр получаемого разбиения
отрезка [a, b] также стремится к нулю в силу равномерной непрерывно-
сти функции ϕ. Поэтому, в силу интегрируемости функции f , сумма J

стремится к
∫ b

a
f(x)dx. Поскольку, как мы показали, σ − J → 0, то и

сумма σ имеет предел, равный
∫ b

a
f(x)dx. С другой стороны, поскольку

σ – интегральная сумма для функции f(ϕ(t))ϕ′(t) и она имеет предел
при стремлении к нулю диаметра разбиения отрезка [α, β], то функция
f(ϕ(t))ϕ′(t) интегрируема на [α, β] и∫ b

a

f(x)dx =
∫ β

α

f(ϕ(t))ϕ′(t)dt.
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Теорема (формула Тейлора с остатком в интегральной фор-
ме). Пусть функция f имеет на отрезке [a, b] непрерывные производные
до порядка (n + 1) включительно. Тогда справедливо равенство

f(b) = f(a)+
f ′(a)

1!
(b−a)+ . . .+

f (n)(a)
n!

(b−a)n +
1
n!

∫ b

a

(b−x)nf (n+1)(x)dx.

Доказательство. Рассмотрим вспомогательную функцию

ϕ(x) = f(b) − f(x) − f ′(x)
1!

(b − x) − . . . − f (n)(x)
n!

(b − x)n =

= f(b) − f(x) −
n∑

k=1

f (k)(x)
k!

(b − x)k.

Ясно, что ϕ(b) = 0, а ϕ(a) – остаток в формуле Тейлора, который мы
ищем. Заметим, что функция ϕ имеет на [a, b] непрерывную производную
и поэтому, по формуле Ньютона – Лейбница, получаем

ϕ(b) − ϕ(a) =
∫ b

a

ϕ′(x)dx.

Поскольку ϕ(b) = 0, то ϕ(a) = − ∫ b

a
ϕ′(x)dx. Вычислим

ϕ′(x) = −f ′(x) −
n∑

k=1

[
f (k+1)(x)

k!
(b − x)k − f (k)(x)

(k − 1)!
(b − x)k−1

]
=

= −f (n+1)(x)
n!

(b − x)n,

откуда получаем

ϕ(a) =
1
n!

∫ b

a

(b − x)nf (n+1)(x)dx,

и теорема доказана.
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8.1 Вычисление площадей

Будем называть декартовой плоскостью R2 множество всех упорядочен-
ных пар действительных чисел (x, y). Элементы R2 называют точками, а
числа x, y – координатами этих точек.

Пусть a ≤ b, c ≤ d. Множество всех точек, координаты (x, y) кото-
рых удовлеворяют неравенствам a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d, будем называть
прямоугольником и обозначать [a, b; c, d]. Стороны прямоугольника па-
раллельны координатным осям. Если a = b или c = d, то прямоугольник
[a, b; c, d] называется вырожденным.

Множество всех точек (x, y), удовлетворяющих неравенствам a < x <

b, c < y < d, называют внутренностью прямоугольника.

Площадью (или мерой) прямоугольника I ≡ [a, b; c, d] называется про-
изведение длин его сторон, т. е. m(I) = (d − c)(b − a).

Фигурой (или элементарным множеством) назовем такое множество
на плоскости, которое можно представить в виде объединения конечно-
го числа прямоугольников. Фигура называется вырожденной, если она
может быть представлена в виде конечного объединения вырожденных
прямоугольников.

Предложение. Каждую фигуру можно разбить на конечное число
прямоугольников с попарно непересекающимися внутренностями.

Это предложение принимаем без доказательства.

Определение. Пусть фигура X является объединением прямоуголь-
ников I1, . . . , In, у которых внутренности попарно не пересекаются. Тогда
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мерой фигуры X называется

m(X) =
n∑

k=1

m(Ik).

Нетрудно показать, что данное определение меры не зависит от спо-
соба разбиения этой фигуры на прямоугольники с попарно непересека-
ющимися внутренностями. Ясно, что мера вырожденной фигуры равна
нулю.

Пусть теперь E – произвольное множество на плоскости, которое со-
держится в некотором прямоугольнике, т. е. ограниченное. Число

m∗(E) = inf
X⊃E

m(X),

где нижняя грань берется по всевозможным фигурам X, содержащим
множество E, называется внешней мерой Жордана множества E. Далее,
число

m∗(E) = sup
X⊂E

m(X),

где верхняя грань берется по всевозможным фигурам X, содержащимся
во множестве E, называется внутренней мерой Жордана множества E.

Нетрудно показать, что если фигуры X и Y таковы, что X ⊂ Y , то
m(X) ≤ m(Y ). Отсюда сразу следует, что для любого ограниченного мно-
жества E справедливо неравенство m∗(E) ≤ m∗(E).

Определение. Если внутренняя мера множества E равна его внеш-
ней мере, то множество E называется измеримым по Жордану или квад-
рируемым. В этом случае общее значение внешней и внутренней мер на-
зывается мерой Жордана множества E и обозначается m(E).

Пусть E – множество всех точек из единичного квадрата [0, 1; 0, 1], у
которых обе координаты рациональны. Это множество не содержит ни
одной невырожденной фигуры, т. к. в каждом невырожденном прямо-
угольнике существуют точки с иррациональными координатами. Значит,
m∗(E) = 0. С другой стороны, нетрудно показать, что любая фигура,
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содержащая множество E, содержит также единичный квадрат. Поэто-
му m∗(E) = 1. Таким образом, m∗(E) < m∗(E), так что множество E

неизмеримо по Жордану.
Определение. Пусть f –
неотрицательная функция на
отрезке [a, b]. Подграфиком
функции f будем называть
множество Ef всех точек
(x, y), координаты которых
удовлетворяют неравенствам
a ≤ x ≤ b, 0 ≤ y ≤ f(x).

x

y

0 a b

Ef

Теорема. Пусть функция f неотрицательна и интегрируема на от-
резке [a, b]. Тогда ее подграфик Ef измерим и

m(Ef ) =
∫ b

a

f(x)dx.

Доказательство. Возьмем разбиение a = x0 < x1 < . . . < xn = b

отрезка [a, b] и обозначим

mi = inf
x∈[xi,xi+1]

f(x), Mi = sup
x∈[xi,xi+1]

f(x).

Далее, пусть

Δi = [xi, xi+1; 0,mi],

Δi = [xi, xi+1; 0,Mi],

X =
n−1⋃
i=0

Δi,

X =
n−1⋃
i=0

Δi. x

y

0 a = x0 ... xi xi+1 xn = b

μi

Mi

...

Тогда, по определению меры фигуры, имеем

m(X) =
n−1∑
i=0

m(Δi) =
n−1∑
i=0

miΔxi = S,
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где S – нижняя сумма Дарбу функции f , соответствующая выбранному
разбиению. Аналогично получаем, что m(X) = S, где S – верхняя сумма
Дарбу.

Поскольку функция f интегрируема, то S−S → 0 вместе с диаметром
разбиения. Следовательно, для любого ε > 0 найдется такое δ > 0, что для
любого разбиения диаметра, меньшего, чем δ, справедливо неравенство
S−S < ε. Значит, m(X)−m(X) < ε. Заметим, что X ⊂ Ef ⊂ X. Поэтому
m(X) ≤ m∗(Ef ) ≤ m∗(Ef ) ≤ m(X). Отсюда следует m∗(Ef ) − m∗(Ef ) <

ε, а значит, m∗(Ef ) и m∗(Ef ) равны. Это означает, что множество Ef

измеримо. Кроме того, из неравенств S ≤ m(Ef ) ≤ S и из того, что
S − S → 0 и S → ∫ b

a
f(x)dx, S → ∫ b

a
f(x)dx, вытекает, что m(Ef ) =∫ b

a
f(x)dx.

Пример 1. Найдем площадь круга x2 +y2 ≤ R2. Верхняя полуокруж-
ность задается уравнением y =

√
R2 − x2, −R ≤ x ≤ R. Поэтому площадь

верхнего полукруга равна

S =
∫ R

−R

√
R2 − x2dx = 2

∫ R

0

√
R2 − x2dx = [x = Rz] =

= 2R2

∫ 1

0

√
1 − z2dz =

πR2

2
,

а значит, площадь всего круга равна πR2.

Пример 2. Найдем площадь сектора круга радиуса R с углом при
вершине, радианная мера которого равна заданному ϕ.

Имеем

S =
∫ R cos ϕ

0

x tg ϕdx +
∫ R

R cos ϕ

√
R2 − x2dx =

=
R2

2
cos ϕ sin ϕ +

[
x = R cos t

dx = −R sin tdt

]
=

=
R2

2
cos ϕ sin ϕ +

∫ 0

ϕ

(−R sin t
√

R2(1 − cos2 t)dt =

=
R2

2
cos ϕ sin ϕ + R2

∫ ϕ

0

sin2 tdt =
ϕR2

2
.
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Пример 3. Найти площадь множества, ограниченного линиями y =

x2 + 1, x + y = 3.
Найдем абсциссы точек пересечения графиков{

y = x2 + 1,

y = 3 − x.

Решая эту систему, находим x1 = −2, x2 = 1. Поэтому

S =
∫ 1

−2

(3 − x)dx −
∫ 1

−2

(x2 + 1)dx =

= 9 − x2

2

∣∣1−2 −
(

x3

3
+ x

) ∣∣1−2 = 9 − 1
2

+ 2 − 4
3
− 8

3
− 2 = 4, 5.

8.2 Площадь в полярных координатах

В полярных координатах положение точки на плоскости характеризует-
ся полярным радиусом r – расстоянием от точки до начала координат
и углом ϕ, образованным радиус-вектором точки и положительным на-
правлением оси Ox. Будем считать, что −π < ϕ ≤ π. Рассмотрим на
плоскости множество, ограниченное кривой, заданной уравнением r =

r(ϕ) (α ≤ ϕ ≤ β), и отрезками лучей ϕ = α и ϕ = β. Предположим,
что функция r(ϕ) непрерывна и положительна на [α, β]. Можно пока-
зать, что это множество квадрируемо. Разобьем отрезок [α, β] на части
точками α = ϕ0 < ϕ1 < . . . < ϕn = β. Тогда рассматриваемое множество
разобьется на криволинейные секторы. Если исходное разбиение отрез-
ка [α, β] достаточно мелкое, то, в силу непрерывности функции r(ϕ), i-й
сектор можно приближенно считать сектором круга. Точнее, если обозна-
чим μi = infϕi≤ϕ≤ϕi+1 r(ϕ) и Mi = supϕi≤ϕ≤ϕi+1

r(ϕ), то рассматриваемый
криволинейный сектор содержит в себе круговой сектор радиуса μi и со-
держится в круговом секторе радиуса Mi. Площадь внутреннего сектора
радиуса μi равна 1

2μ2
i Δϕi, а площадь внешнего – 1

2M2
i Δϕi, где Δϕi – угол

при вершине. Складывая эти площади, получим
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1
2

n−1∑
i=0

μ2
i Δϕi ≡ S,

1
2

n−1∑
i=0

M2
i Δϕi ≡ S.

r
0

Как мы уже отметили, рассматриваемое множество квадрируемо, так
что его площадь S удовлетворяет неравенству S ≤ S ≤ S. Но S и S пред-
ставляют собой соответственно нижнюю и верхнюю суммы Дарбу для
функции 1

2r2(ϕ), соответствующие данному разбиению отрезка [α, β]. По-
этому, учитывая, что функция 1

2r2(ϕ) интегрируема по Риману на отрезке
[α, β], получаем, что при стремлении к нулю диаметра разбиения верхняя
и нижняя суммы Дарбу обе стремятся к 1

2

∫ β

α
r2(ϕ)dϕ. Таким образом, мы

доказали равенство

S =
1
2

∫ β

α

r2(ϕ)dϕ.

Пример 1. Спираль Архимеда задается уравнением r = aϕ (0 ≤ ϕ ≤
2π), где параметр a > 0. Площадь множества точек плоскости, ограни-
ченной спиралью Архимеда равна

S =
1
2

∫ 2π

0

r2(ϕ)dϕ =
1
2
a2

∫ 2π

0

ϕ2dϕ =
4π3a2

3
.

Пример 2. Площадь S, ограниченная кардиоидой r = 1 + cos ϕ (0 ≤
ϕ ≤ 2π), равна

S =
1
2

∫ 2π

0

(1 + cos ϕ)2dϕ =
3π

2
.

8.3 Длина пути

Определение. Путем на плоскости называется отображение t �−→
(ϕ(t), ψ(t)) отрезка [α, β] в R2, задаваемое парой непрерывных функций
ϕ и ψ.

Это означает, что каждому значению t ∈ [α, β] ставится в соответствие
точка плоскости с координатами (x, y), где x = ϕ(t), y = ψ(t).
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Точка (ϕ(α), ψ(α)) называется началом пути, а точка (ϕ(β), ψ(β)) –
концом пути. Множество всех точек

{
(ϕ(t), ψ(t)) ∈ R2 : t ∈ [α, β]

}
назы-

вается следом пути.

Пусть Π – произвольное разбиение отрезка [α, β] точками α = t0 <

t1 < . . . < tn = β. Обозначим xi = ϕ(ti), yi = ψ(ti) и составим сумму
lΠ =

∑n−1
i=0

√
(xi+1 − xi)2 + (yi+1 − yi)2. С геометрической точки зрения

эта сумма представляет собой длину ломаной с вершинами (xi, yi), впи-
санной в след пути.

Определение. Длиной пути называется supΠ lΠ, где верхняя грань
берется по всевозможным разбиениям Π отрезка [α, β]. Сам путь обозна-
чается через γ = (ϕ,ψ), а его длина через l(γ). Если l(γ) < ∞, то путь γ

называется спрямляемым.

Теорема (достаточное условие спрямляемости). Если путь γ

определяется уравнениями x = ϕ(t), y = ψ(t), α ≤ t ≤ β, где ϕ(t) и
ψ(t) непрерывно дифференцируемые функции на отрезке [α, β], то этот
путь спрямляем.

Доказательство. Для любого разбиения Π : α = t0 < t1 < . . . < tn =

β отрезка [α, β], применяя теорему Лагранжа, получим

lΠ =
n−1∑
i=0

√
[ϕ(ti+1) − ϕ(ti)]

2 + [ψ(ti+1 − ψ(ti)]
2 =

=
n−1∑
i=0

√
[ϕ′(τi)]

2 + [ψ′(τ i)]
2Δti,

где точки τi, τ i ∈ [ti, ti+1]. По условию функции ϕ′(t) и ψ′(t) непрерывны
на [α, β], а значит, ограничены, т. е. существует такая постоянная M , что
|ϕ′(t)| ≤ M, |ψ′(t)| ≤ M для всех t ∈ [α, β]. Поэтому получаем

lΠ ≤ M
√

2
n−1∑
i=0

Δti = M
√

2(β − α),

так что l(γ) = supΠ lΠ < ∞, т. е. путь γ спрямляем.
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Если функции ϕ и ψ непрерывно дифференцируемы на отрезке [α, β],
то путь γ = (ϕ,ψ) называется дифференцируемым, или путем класса C1.

Теорема (вычисление длины пути). Пусть γ = (ϕ,ψ) непрерывно
дифференцируемый путь на отрезке [α, β]. Тогда

l(γ) =
∫ β

α

√
[ϕ′(t)]2 + [ψ′(t)]2dt. (8.1)

Доказательство. Пусть Π : α = t0 < t1 < . . . < tn = β – некоторое
разбиение отрезка [α, β]. Предположим, что мы добавили к нему одну
точку t′ ∈ [ti, ti+1], в результате чего получили новое разбиение Π′. Тогда
lΠ ≤ lΠ′ . Действительно, в суммах lΠ и lΠ′ будут одинаковые слагаемые,
кроме слагаемых, отвечающих отрезку [ti, ti+1]. В сумме lΠ этому отрезку
отвечает слагаемое

si =
√

[ϕ(ti+1) − ϕ(ti)]
2 + [ψ(ti+1) − ψ(ti)]

2
,

а в сумме lΠ′ вместо него будут два следующих слагаемых:

s′i + s′′i =
√

[ϕ(ti+1) − ϕ(t′)]2 + [ψ(ti+1) − ψ(t′)]2+

+
√

[ϕ(ti) − ϕ(t′)]2 + [ψ(ti) − ψ(t′)]2.

Из неравенства треугольника легко видеть, что si ≤ s′i + s′′i .
Таким образом, при измельчении разбиения суммы lΠ не уменьшают-

ся. Кроме того, по предыдущей теореме, путь γ спрямляем, так что для
любого ε > 0 найдется такое разбиение Π0, что l(γ) ≥ lΠ0 > l(γ)−ε. Поэто-
му для любого разбиения Π, которое является измельчением разбиения
Π0, также справедливо неравенство

l(γ) − ε < lΠ ≤ l(γ). (8.2)

Осталось показать, что при стремлении к нулю диаметра разбиения
суммы lΠ сремятся к интегралу, записанному справа в (8.1). Как мы ви-
дели выше,

lΠ =
n−1∑
i=0

√
[ϕ′(τi)]

2 + [ψ′(τ i)]
2Δti.
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Эта сумма отличается от интегральной суммы для интеграла справа в
(8.1) тем, что значения функций ϕ′ и ψ′ берутся в разных точках. При-
меним очевидное неравенство∣∣∣∣√a2 + b2 −

√
a2 + b

2
∣∣∣∣ ≤ |b2 − b

2|
|b| + |b| ≤ |b − b|,

справедливое для любых чисел a, b и b. Тогда получим∣∣∣∣∣lΠ −
n−1∑
i=0

√
[ϕ′(τi)]

2 + [ψ′(τi)]
2Δti

∣∣∣∣∣ ≤
≤

n−1∑
i=0

|ψ′(τ i) − ψ′(τi)|Δti ≤
n−1∑
i=0

ωi(ψ′)Δti,

где ωi(ψ′) – колебание функции ψ′ на отрезке [ti, ti+1]. Так как функция
ψ′ непрерывна, то она интегрируема на [α, β]. В силу критерия интегриру-
емости в терминах колебаний имеем

∑n−1
i=0 ωi(ψ′)Δti → 0 при стремлении

к нулю диаметра разбиения.
Итак, мы получили, что если только диаметр разбиения достаточно

мал, то сумма lΠ мало отличается от интегральной суммы, соответству-
ющей интегралу справа в (8.1). Поэтому из (8.2) следует (8.1), и теорема
доказана.

Пример. Вычислить длину одной арки циклоиды x = a(t− sin t), y =

a(1 − cos t), 0 ≤ t ≤ 2π, где параметр a > 0.
Имеем

x′(t) = a(1 − cos t), y′(t) = a sin t,

l = a

∫ 2π

0

√
(1 − cos t)2 + sin2 tdt = a

√
2
∫ 2π

0

√
1 − cos tdt =

= 2a

∫ 2π

0

∣∣∣∣sin t

2

∣∣∣∣ dt = −2a · 2 cos
t

2

∣∣∣∣2π

0

= 8a.

Путь γ = (ϕ,ψ) на отрезке [α, β] называется жордановым, или про-
стым путем, если отображение γ : [α, β] �−→ R2 взаимно однозначно. Это
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означает, что различным точкам t′, t′′ ∈ [α, β] соответствуют различные
точки на плоскости.

Множество Γ на плоскости называется жордановой, или простой кри-
вой, если оно является следом некоторого жорданового пути. Каждый
такой жорданов путь называется параметризацией жордановой кривой Γ.

Если есть две различных параметризации γ1 : [α, β] → Γ и γ2 :

[a, b] → Γ одной и той же жордановой кривой Γ, то γ2 = γ1 ◦ τ , где τ –
некоторая строго монотонная и непрерывная функция, переводящая от-
резок [a, b] в [α, β]. Это означает, что любые две параметризации жордано-
вой кривой могут быть получены одна из другой с помощью непрерывной
и строго монотонной замены параметра.

Пример. Пусть Γ = {(x, y) : x + y = 1, x, y ≥ 0}. Приведем примеры
параметризаций

1) x = t, y = 1 − t, 0 ≤ t ≤ 1,

2) x = cos2 u, y = sin2 u, 0 ≤ u ≤ π
2 .

Можно, например, выразить t через u следующим образом: t = cos2 u.
Данная функция убывает на [0, π

2 ].

Пользуясь тем фактом, что две параметризации одной и той же жор-
дановой кривой могут быть получены одна из другой с помощью строго
монотонной и непрерывной замены параметра, можно легко доказать, что
для любых двух путей, являющихся параметризациями одной и той же
жордановой кривой Γ, спрямляемость одного из этих путей влечет спрям-
ляемость другого и равенство их длин.

Определение. Жорданова кривая Γ называется спрямляемой, если
спрямляемы ее параметризации. Длиной жордановой кривой Γ называет-
ся длина любой из ее параметризаций.

Если у жордановой кривой Γ есть хотя бы одна непрерывно диффе-
ренцируемая параметризация γ = (ϕ,ψ), то эта кривая спрямляема, а ее
длина выражается равенством

l(Γ) =
∫ β

α

√
[ϕ′(t)]2 + [ψ′(t)]2dt.
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Как частный случай рассмотрим следующий вопрос: как определить
длину графика функции?

Пусть на отрезке [a, b] задана непрерывно дифференцируемая функ-
ция f . Обозначим через Γ ее график, т. е. Γ = {(x, y); y = f(x), a ≤ x ≤ b}.
Тогда Γ является жордановой кривой, поскольку это – след жорданова
пути, параметризация которого может быть задана, например, уравнени-
ями x = t, y = f(t) (a ≤ t ≤ b). Поэтому при наших предположениях это
спрямляемый путь и его длина равна

l(Γ) =
∫ b

a

√
1 + [f ′(x)]2dx.

Итак, мы получили формулу для длины кривой, заданной явным урав-
нением y = f(x) (a ≤ x ≤ b).

8.4 Объем тела вращения

Пусть на отрезке [a, b] задана непрерывная неотрицательная функция f .
Рассмотрим криволинейную трапецию, или подграфик функции f . Бу-
дем вращать эту трапецию вокруг оси Ox. Полученное тело вращения
обозначим через E. Выведем формулу для его объема.

Разобьем отрезок [a, b] точками a = x0 < x1 < . . . < xn = b и обозначим

μi = inf
x∈[xi,xi+1]

f(x), Mi = sup
x∈[xi,xi+1]

f(x).

В результате вращения получаем два прямых круговых цилиндра и один
"цилиндр" с криволинейной образующей. Объемы меньшего и большего
круговых цилиндров равны соответственно πμ2

i Δxi и πM2
i Δxi. Из круго-

вых прямых цилиндров составим две области: одна из них имеет объем
V = π

∑n−1
i=0 μ2

i Δxi, а другая V =
∑n−1

i=0 M2
i Δxi. Ясно, что наше тело вра-

щения E содержит в себе меньшее из этих кусочно цилиндрических тел
и содержится в большем кусочно цилиндрическом теле. Таким образом,
объем V тела E удовлетворяет неравенству V ≤ V ≤ V . Понятно, что
суммы V и V соответственно нижняя и верхняя суммы Дарбу для ин-
теграла π

∫ b

a
f2(x)dx, так что они обе стремятся к этому интегралу при

стремлении к нулю диаметра разбиения.
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Итак, мы получаем следующую формулу для нахождения объема тела
вращения:

V = π

∫ b

a

f2(x)dx.

8.5 Площадь поверхности тела вращения

Пусть на отрезке [a, b] задана неотрицательная непрерывно дифференци-
руемая функция f . Будем вращать ее график вокруг оси Ox. В результате
получим некоторую поверхность. Выведем формулу для вычисления ее
площади.

Рассмотрим разбиение отрезка [a, b] точками a = x0 < x1 < . . . <

xn. Вращая криволинейную трапецию, ограниченную графиком функ-
ции y = f(x), xi ≤ x ≤ xi+1, получим усеченный "конус" с образую-
щей y = f(x) и радиусами оснований f(xi) и f(xi+1). Соединим точки
(xi, f(xi)) и (xi+1, f(xi+1)) отрезком. В результате вращения получим усе-
ченный конус с теми же радиусами оснований и этим отрезком в качестве
образующей. Площадь боковой поверхности этого конуса равна

2π
f(xi) + f(xi+1)

2
li,

где li =
√

(Δxi)2 + (f(xi+1) − f(xi))2 – длина образующей. Складывая,
получаем

σ ≡ 2π
n−1∑
i=0

f(xi) + f(xi+1)
2

li.

При стремлении к нулю диаметра разбиения сумма σ стремится к
определенному пределу, который естественно считать площадью поверх-
ности вращения. С другой стороны, если в выражении для li применить
формулу Лагранжа, то получим

σ = 2π
n−1∑
i=0

f(xi) + f(xi+1)
2

√
1 + [f ′(ξi)]

2Δxi,
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где ξi ∈ [xi, xi+1]. Заменим в правой части xi и xi+1 на ξi и оценим по-
грешность. Имеем∣∣∣∣∣σ − 2π

n−1∑
i=0

f(ξi)
√

1 + [f ′(ξi)]
2Δxi

∣∣∣∣∣ ≤ 2π
n−1∑
i=0

ωi

√
1 + M2Δxi,

где ωi – колебание функции f на [xi, xi+1], а M – верхняя грань функции
|f ′| на [a, b]. Из условий на функцию f следует, что правая часть стремит-
ся к нулю вместе с диаметром разбиения. Поэтому сумма σ стремится к
2π

∫ b

a
f(x)

√
1 + [f ′(x)]2dx.

Итак, получили следующую формулу для нахождения площади по-
верхности вращения:

S = 2π

∫ b

a

f(x)
√

1 + [f ′(x)]2dx.
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9. Пространcтво R
n и топология

9.1 Пространcтво R
n

Определение. n-мерным вектором или n-мерной точкой называется
любой упорядоченный набор из n действительных чисел, x = (x1, . . . , xn).
Числа xi называются координатами вектора x (номер координаты будем
писать вверху).

Совокупность всех n-мерных векторов называется n-мерным действи-
тельным пространством Rn.

Определим в Rn следующие операции:

1) суммой векторов x = (x1, . . . , xn) и y = (y1, . . . , yn) будем называть
вектор, равный x + y = (x1 + y1, . . . , xn + yn);

2) произведением действительного числа α на вектор x называется
вектор αx = (αx1, . . . , αxn).

Пространство Rn с введенными операциями удовлетворяет всем акси-
омам линейного пространства. Нулем пространства Rn является вектор,
все координаты которого равны нулю.

Через ei будем обозначать вектор, у которого все координаты равны
нулю, кроме i-й, равной единице, ei = (0, . . . 0, 1, 0, . . . , 0).

Вектор x представляется в виде x = x1e1 + . . .+xnen. Такое представ-
ление единственно, так как векторы e1, . . . , en линейно независимы. Эти
векторы e1, . . . , en образуют базис Rn, который называют стандартным
базисом.

Определение. Скалярным или внутренним произведением векторов
x = (x1, . . . , xn) и y = (y1, . . . , yn) называется число

x · y = x1y1 + . . . + xnyn.
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Свойства скалярного произведения:

1. x · y = y · x (коммутативность);
2. (x + y) · z = x · z + y · z, (αx) · y = α(x · y);

3. x · x = (x1)2 + . . . (xn)2 ≥ 0 для любого x, причем x · x = 0 тогда и
только тогда, когда x = 0.

Евклидовой нормой или длиной вектора x называется число

|x| =
√

x · x =
√

(x1)2 + . . . + (xn)2.

Свойства длины:

1. |x| ≥ 0 и |x| = 0 тогда и только тогда, когда x = 0;

2. |αx| = |α||x|;
3. |x + y| ≤ |x| + |y| (неравенство треугольника).
Два первых свойства очевидны. Для доказательства неравенства тре-

угольника покажем сначала, что имеет место неравенство Коши

|x · y| ≤ |x||y|,

справедливое для любых векторов x, y ∈ Rn.

Действительно, для любого числа λ ∈ R имеем

0 ≤ |x − λy|2 = (x − λy) · (x − λy) =

= x · x − λy · x − λx · y + (λy) · (λy) = |x|2 − 2λx · y + λ2|y|2.

Поскольку справа квадратный трехчлен относительно λ неотрицателен
для всех λ ∈ R, то его дискриминант неположителен. Это означает, что
(x · y)2 ≤ |x|2|y|2. Извлекая корни, получаем неравенство Коши.

Докажем теперь неравенство треугольника. Имеем

|x + y|2 = (x + y) · (x + y) = |x|2 + 2x · y + |y|2 ≤ |x|2 + 2|x · y| + |y|2 ≤

≤ |x|2 + 2|x||y| + |y|2 = (|x| + |y|)2.

Извлекая корни, получаем неравенство треугольника.
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В координатной записи неравенство Коши имеет вид∣∣∣∣∣
n∑

i=1

xiyi

∣∣∣∣∣ ≤
√√√√ n∑

i=1

(xi)2

√√√√ n∑
i=1

(yi)2,

а неравенство треугольника –√√√√ n∑
i=1

(xi + yi)2 ≤
√√√√ n∑

i=1

(xi)2 +

√√√√ n∑
i=1

(yi)2.

Определение. Расстоянием между двумя точками x, y ∈ Rn называ-
ется число

d(x, y) = |x − y|.

Из неравенства треугольника следует, что для любых трех точек x, y, z

d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y).

9.2 Топология пространства R
n

9.2.1 Открытые множества

Определение. Открытым шаром с центром в точке x0 и радиусом
ρ > 0 называется множество всех точек x ∈ Rn, таких, что |x − x0| <

ρ. Этот шар обозначается B(x0, ρ) и называется также ρ-окрестностью
точки x0.

Определение. Пусть задано множество E ⊂ Rn. Точка x0 ∈ E на-
зывается внутренней точкой множества E, если существует шар B(x0, ρ),
содержащийся в E.

Другими словами, точка x0 называется внутренней точкой множества
E, если она входит во множество E вместе с некоторой окрестностью.

Определение. Множество E называется открытым, если все его точ-
ки являются внутренними точками этого множества. Условимся также
считать пустое множество ∅ открытым.
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Пример 1. Каждый открытый шар B(x0, r) является открытым мно-
жеством.

Действительно, пусть x ∈ B(x0, r). Нужно доказать, что существует
такая окрестность точки x, которая целиком содержится в шаре B(x0, r).
Положим ρ = r− |x−x0|. Тогда ρ > 0, так как |x−x0| < r. Покажем, что
B(x, ρ) ⊂ B(x0, r). Пусть y ∈ B(x, ρ). Тогда |y−x| < ρ. Оценим расстояние
мужду точками y и x0. По неравенству треугольника имеем

|y − x0| ≤ |y − x| + |x − x0| < ρ + |x − x0| = r,

что и требовалось доказать.
В частности, при n = 1 открытые шары – это интервалы на действи-

тельной прямой, и они являются открытыми множествами на прямой.

Пример 2. Рассмотрим открытые n-мерные интервалы. Для двух за-
данных векторов a, b ∈ Rn, таких, что ai < bi (i = 1 . . . , n), открытым
интервалом называется множество всех точек x, координаты которых
удовлетворяют условиям ai < xi < bi (i = 1, . . . , n). Такой интервал обо-
значается через (a1, b1; . . . ; an, bn).

В частности, в R2 открытые интервалы – это прямоугольники со сто-
ронами, параллельными координатным осям, а в R3 – параллелепипеды,
ребра которых параллельны координатным осям.

Докажем, что любой открытый интервал в Rn является открытым
множеством.

Пусть J – открытый интервал и пусть x ∈ J , т. е. ai < xi < bi (i =

1, . . . , n). Обозначим через δi = min(xi − ai, bi − xi) (i = 1, . . . , n) и δ =

min(δ1, . . . , δn). Покажем, что шар B(x, δ) содержится в J . Действительно,
если y ∈ B(x, δ), то |y − x| < δ. Отсюда следует, что |xi − yi| < δ для всех
i = 1, . . . , n. Пользуясь определением числа δ, видим, что ai < yi < bi для
всех i = 1, . . . , n, так что y ∈ J , что и требовалось доказать.

Свойства открытых множеств.
Пусть A – множество индексов, и каждому элементу α ∈ A постав-

лено в соответствие некоторое множество Eα. Тогда говорят, что задано
семейство множеств {Eα}α∈A.
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Теорема. Система всех открытых множеств в Rn обладает следу-
ющими свойствами:

1) всё пространство Rn и пустое множество ∅ открыты;
2) пересечение любого конечного числа открытых множеств откры-

то;

3) объединение любого семейства {Gα}α∈A открытых множеств от-
крыто.

Доказательство. 1) Пустое множество ∅ открыто по определению,
а всё пространство Rn, очевидно, открыто, поскольку любой шар содер-
жится в Rn.

2) Пусть G1, . . . , Gs – открытые множества, G = ∩s
i=1Gi. Пусть x ∈ G.

Тогда x ∈ Gi для всех i = 1, . . . , s. Но каждое из множеств Gi откры-
то, так что для каждого i = 1, . . . , s найдется шар B(x, ri) ⊂ Gi. Сре-
ди всех этих шаров выберем шар с наименьшим радиусом B(x, r), где
r = min(r1, . . . , rs). Тогда B(x, r) ⊂ Gi при каждом i = 1 . . . , s, а значит,
B(x, r) ⊂ G, и тем самым доказано, что множество G открыто.

3) Пусть G = ∪α∈AGα, где каждое множество Gα открыто. Докажем,
что и множество G также открыто. Действительно, пусть x ∈ G. Тогда
x принадлежит по крайней мере одному из множеств Gα0 . Так как это
множество Gα0 открыто, то найдется окрестность B(x, ρ) ⊂ Gα0 ⊂ G.
Таким образом, G – открытое множество.

Замечание. Пересечение бесконечного набора открытых множеств
не обязано быть открытым множеством. Например, пусть Bk – открытый
шар с центром в нуле и радиусом 1

k (k = 1, 2, . . .). Тогда ∩∞
k=1Bk = {0}.

Но множество {0}, состоящее из одной точки, не является открытым,
поскольку оно не содержит в себе ни одного шара.

Определение. Пусть E – непустое множество в Rn. Тогда совокуп-
ность всех его внутренних точек называется внутренностью множества E

и обозначается через
◦
E или int E.

Теорема. Для любого непустого множества E его внутренность –
открытое множество.
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Доказательство. Будем предполагать, что
◦
E непусто. Пусть x ∈ ◦

E.
Тогда x – внутренняя точка множества E (по определению внутренности).
Нужно доказать, что x является также внутренней точкой множества

◦
E.

Итак, найдется шар B(x, ρ) ⊂ E. Но поскольку шар – открытое множе-
ство, то каждая точка y ∈ B(x, ρ) содержится в этом шаре вместе с неко-
торой окрестностью Uy. Значит Uy ⊂ E, и поэтому y – внутренняя точка
множества E, т. е. y ∈ ◦

E. Таким образом, мы получили, что B(x, ρ) ⊂ ◦
E, а

это означает, что
◦
E – открытое множество, и теорема доказана.

9.2.2 Замкнутые множества

Определение. Точка x0 называется предельной точкой множества
E, если в любой окрестности точки x0 найдется хотя бы одна точка мно-
жества E, отличная от x0.

Предложение. Если x0 – предельная точка множества E, то в лю-
бой ее окрестности содержится бесконечно много точек множества E.

Доказательство. Пусть U – произвольная окрестность точки x0.
Предположим, что в этой окрестности содержится лишь конечное число
точек множества E, отличных от x0. Тогда среди них найдется точка x1,
ближайшая к x0. Но тогда в шаре радиуса |x1−x0| > 0 с центром в точке
x0 нет ни одной точки из множества E, отличной от x0, а это невозможно,
поскольку x0 – предельная точка множества E.

Пример. Пусть B0 = {x : |x| < 1} – единичный шар. Очевидно, что
каждая точка этого шара является предельной точкой для него. Если же
точка x1 находится на сфере, т. е. |x1| = 1, то она не принадлежит шару,
но является предельной для шара. Действительно, возьмем произвольную
окрестность B(x1, ρ) точки x1. Тогда все точки вида y = tx1 (1 − ρ < t <

1) принадлежат шару B0 и содержатся в шаре B(x1, ρ). Таким образом,
точка x1 является предельной для шара B0 по определению.

Рассмотрим теперь точку x2, такую, что |x2| > 1. Покажем, что она не
является предельной для B0. Действительно, положим ρ = |x2| − 1 > 0.
Тогда в шаре B(x2, ρ) нет ни одной точки шара B0. Это легко можно
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доказать, используя неравенство треугольника (рекомендуется провести
это доказательство самостоятельно). Поэтому точка x2 не является пре-
дельной для множества B0.

Итак, мы видим, что множество может содержать или не содержать
свои предельные точки.

Определение. Множество E называется замкнутым, если оно содер-
жит все свои предельные точки.

Условимся пустое множество ∅ называть замкнутым. Всё простран-
ство Rn также, очевидно, замкнуто по определению.

Ранее отметили, что множества ∅ и Rn открыты. Возникает вопрос:
существуют ли другие примеры множеств, которые являются одновре-
менно замкнутыми и открытыми? В качестве упражнения предлагается
доказать, что таких множеств не существует.

Пример 1. Любой замкнутый шар B(x0, r) = {x : |x − x0| ≤ r}
является замкнутым множеством. Чтобы в этом убедиться, достаточно
показать, что любая точка x, не принадлежащая B(x0, r), не является
предельной для этого шара, т. е. существует окрестность B(x, ρ), в кото-
рой нет точек данного шара. Для этого достаточно взять ρ ≤ |x− x0| − r.

Пример 2. Любой сегмент I ≡ [a1, b1; . . . ; an, bn] является замкнутым
множеством. Для доказательства возьмем точку x, не принадлежащую I,
и построим ее окрестность, которая не содержит точек из I. Поскольку
x /∈ I, то найдется такое j, что xj /∈ [aj , bj ]. Пусть, например, xj < aj .
Тогда ясно, что шар B(x, ρ), где 0 < ρ ≤ aj − xj , не имеет общих точек с
I. Отсюда следует, что I – замкнутое множество.

Пример 3. Рассмотрим множество E ≡ {(x, y) : y = sin 1
x , x �= 0}.

Отрезок [−1, 1] оси ординат целиком состоит из предельных точек мно-
жества E, но ни одна из точек этого отрезка не принадлежит E. Поэтому
множество E не является замкнутым.

Упражнение. Докажите, что график непрерывной на отрезке [a, b]

функции – замкнутое множество в R2.
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Пусть множество E ⊂ Rn. Тогда множество всех точек x ∈ Rn, не
принадлежащих множеству E, называется дополнением множества E и
обозначается cE или Ec.

Теорема. Для того чтобы множество F ⊂ Rn было замкнутым,
необходимо и достаточно, чтобы его дополнение G ≡ cF было откры-
тым.

Доказательство. Необходимость. Пусть F замкнуто и x – произ-
вольная точка из G. Нужно доказать, что она внутренняя в G. Поскольку
x /∈ F , то она не является предельной для F и у нее существует окрест-
ность Ux, не содержащая ни одной точки из F . Значит, эта окрестность
полностью содержится в G, так что x – внутренняя точка множества G.

Достаточность. Пусть теперь G – открыто. Докажем, что F замкну-
то. Для этого достаточно показать, что любая точка x, не принадлежащая
F , не является предельной для F . Если x /∈ F , то x ∈ G, а поскольку G

открыто, то найдется окрестность Ux ⊂ G. Эта окрестность не содержит
точек из F , так что x не является предельной для F , что и требеовалось
доказать.

Соотношение двойственности. Пусть {Eα} – произвольное семей-
ство множеств. Тогда дополнение к объединению множеств Eα равно
пересечению дополнений моножеств Eα, а дополнение к пересечению рав-
но объединению дополнений, т. е.

c (∪Eα) = ∩ (cEα) , c (∩Eα) = ∪ (cEα) .

Докажите самостоятельно.

Теорема (свойства замкнутых множеств). Система всех замкну-
тых множеств в Rn обладает следующими свойствами:

1) пустое множество ∅ и всё пространство Rn замкнуты;
2) пересечение любого семейства {Fα} замкнутых множеств замкну-

то;
3) объединение любого конечного числа замкнутых множеств замкну-

то.
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Доказательство этой теоремы легко может быть получено с помощью
предыдущей теоремы, соотношений двойственности и соответствующих
свойств открытых множеств (проведите самостоятельно).

Замечание. Объединение бесконечного семейства замкнутых мно-
жеств может оказаться незамкнутым. Например, если Bk – замкнутый
шар с центром в точке x0 = 0 и радиусом 1− 1

k , то объединение всех этих
шаров представляет собой единичный открытый шар, ∪∞

k=1Bk = B0, а B0

не является замкнутым множеством.

Для множества E ⊂ Rn выше мы уже определили понятие внутрен-
ности

◦
E. Сформулируем еще одно равносильное определение.

Определение. Внутренностью
◦
E множества E ⊂ Rn называется объ-

единение всех открытых множеств, содержащихся в E. Если в E нет ни
одного открытого множества, то считаем, что

◦
E= ∅.

Определение. Замыканием множества E ⊂ Rn называется наимень-
шее замкнутое множество, содержащее E, т. е. пересечение всех замкну-
тых множеств, содержащих E.

Из свойства 2) замкнутых множеств следует, что замыкание любого
множества замкнуто.

Сформулируем еще одно равносильное определение замыкания.

Определение. Замыканием множества E ⊂ Rn называется множе-
ство E ∪ E′, где E′ – совокупность всех предельных точек множества E.

Упражнение. Докажите равносильность двух определений внутрен-
ности и двух определений замыкания.

Определение. Множество E называется ограниченным, если суще-
ствует такое число M , что |x| ≤ M для всех x ∈ E.

Неравенство |x| ≤ M означает, что точка x содержится в замкнутом
шаре с центром в нуле радиуса M . Таким образом, в определении ограни-
ченности требуется, чтобы все точки множества находились в некотором
шаре с центром в нуле. Однако понятно, что для любого шара B с про-
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извольным центром можно построить шар B0 с центром в нуле, содержа-
щий B. Поэтому эквивалентное определение ограниченности может быть
сформулировано следующим образом.

Определение.Множество называется ограниченным, если оно содер-
жится в некотором шаре.

Далее, ясно, что для любого шара можно построить сегмент, содержа-
щий этот шар. С другой стороны, для любого сегмента найдется шар, со-
держащий этот сегмент. Отсюда получаем еще одно эквивалентное опре-
деление ограниченности.

Определение.Множество называется ограниченным, есло оно содер-
жится в некотором сегменте.

9.2.3 Компактность

Определение. Пусть множество E ⊂ Rn. Семейство открытых мно-
жеств {Gα} называется открытым покрытием множества E, если каждая
точка x ∈ E принадлежит хотя бы одному из множеств Gα, т. е. если
E ⊂ ∪αGα.

Определение. Множество E ⊂ Rn называется компактным, если
каждое его открытое покрытие содержит конечное подсемейство, также
покрывающее множество E. Это подсемейство называется конечным под-
покрытием.

Например, множество, состоящее из одной точки, двух точек или лю-
бого конечного набора точек, очевидно, компактное.

Пусть E ⊂ Rn. Диаметром множества E называется число diam E =

supx,y∈E |x − y|, т. е. верхняя грань расстояний между всевозможными
парами точек из E.

Например, если E = [a1, b1; . . . ; an, bn] – n-мерный сегмент, то, очевид-
но, diam E = |b − a|, где a = (a1, . . . , an), b = (b1, . . . , bn).

Лемма (о вложенных сегментах). Пусть {Iν} – последователь-
ность вложенных сегментов из Rn, т. е. I1 ⊃ I2 ⊃ . . . ⊃ Iν ⊃ . . .,
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диаметры которых стремятся к нулю при ν → ∞. Тогда существует,
и притом единственная, точка x0, принадлежащая всем этим сегмен-
там.

Доказательство. Пусть Iν = [a1
ν , b1

ν ; . . . ; an
ν , bn

ν ] (ν = 1, 2, . . .). При
каждом фиксированном i = 1, . . . , n последовательность одномерных от-
резков [ai

ν , bi
ν ] (ν = 1, 2, . . .) состоит из вложенных друг в друга отрез-

ков, т. е. [ai
1, b

i
1] ⊃ [ai

2, b
i
2] ⊃ . . . ⊃ [ai

ν , bi
ν ] ⊃ . . ., и длины этих отрез-

ков стремятся к нулю при ν → ∞. По лемме Кантора, для зафиксиро-
ванного i найдется число xi

0, такое, что xi
0 ∈ [ai

ν , bi
ν ] (ν = 1, 2, . . .), т. е.

ai
ν ≤ xi

0 ≤ bi
ν (ν = 1, 2, . . .). Но тогда точка x0 = (x1

0, . . . , x
n
0 ), очевидно,

принадлежит всем Iν .

Двух различных точек, принадлежащих всем Iν одновременно, быть
не может. Действительно, если x′, x′′ ∈ Iν (ν = 1, 2, . . .), то |x′ − x′′| ≤
diam Iν . По условию правая часть стремится к нулю при ν → ∞, так что
x′ = x′′.

Лемма 1 (Гейне – Бореля). Любой сегмент в Rn компактен.

Доказательство. Пусть I = [a1, b1; . . . ; an, bn] – сегмент в Rn. Пред-
положим, что он не является компактным. Тогда существует такое от-
крытое покрытие Ω сегмента I, что никакое конечное подсемейство мно-
жеств из Ω не покрывает сегмент I. Каждую из сторон [ai, bi] сегмента
I разделим пополам. Тогда сегмент I окажется разбитым на 2n сегмен-
тов. По крайней мере один из них не может быть покрытым каким-либо
конечным подсемейством множеств из Ω, ибо, в противном случае, и ис-
ходный сегмент I мог бы быть покрытым конечным набором множеств
из Ω. Обозначим через I1 тот из сегментов, на которые разбит I, кото-
рый не может быть покрытым каким-либо конечным набором множеств
из Ω. Каждую из сторон сегмента I1 снова поделим пополам и среди по-
лученных 2n сегментов, на которые окажется разбитым I1, выберем тот,
который не может быть покрытым каким-либо конечным подсемейством
множеств из Ω. Обозначим его через I2 и т. д.

Продолжая этот процесс, получим последовательность вложенных сег-
ментов I ⊃ I1 ⊃ I2 ⊃ . . . ⊃ Iν ⊃ . . ., таких, что каждый из сегментов Iν
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не может быть покрытым каким-либо конечным подсемейством множеств
из Ω. Заметим также, что diam Iν = diam I

2ν → 0 (ν → ∞).
Применяя к последовательности сегментов Iν лемму о вложенных сег-

ментах, получим точку x0 ∈ Iν (ν = 1, 2, . . .). Поскольку x0 ∈ I, а I

покрыт семейством Ω открытых множеств, то найдется такое открытое
множество G ∈ Ω, что x0 ∈ G. Так как множество G открытое и точка
x0 ∈ G, то эта точка внутренняя в G. Это означает, что найдется такая
окрестность B(x0, δ) точки x0, которая целиком содержится во множестве
G. Но поскольку диаметры сегментов Iν стремятся к нулю при ν → ∞,
то, начиная с некоторого номера ν0, они будут меньшими, чем δ, т. е.
diam Iν < δ (ν ≥ ν0). Учитывая, что x0 ∈ Iν , получаем, что Iν ⊂ B(x0, δ),
а значит, Iν ⊂ G.

Итак, мы получили, что при ν ≥ ν0 сегмент Iν содержится во множе-
стве G. Но это притиворечит выбору сегментов Iν , поскольку они были
выбраны так, что никакое конечное подсемейство множеств из Ω не по-
крывает Iν . Полученое противоречие завершает доказательство.

Лемма 2. Пусть K – компактное множество, а F ⊂ K – его замк-
нутое подмножество. Тогда F также компактно.

Доказательство. Пусть Ω – открытое покрытие множества F . Обо-
значим через G дополнение к множеству F , т. е. G = cF . Так как F

замкнуто, то G открыто. Если к семейству Ω присоединим еще одно от-
крытое множество G, то получим новое семейство Ω̃, которое покрывает
все пространство Rn, а значит и множество K. Поскольку K компакт-
но, то из семейства Ω̃ можно извлечь конечное подсемейство Ω̃∗, которое
тоже покрывает K. Так как F ⊂ K, то семейство Ω̃∗ покрывает также
и множество F . Если в Ω̃∗ содержится множество G, то его можно вы-
бросить, поскольку оно не имеет общих точек с F . В результате получим
конечное семейство Ω∗, покрывающее F . Поскольку, очевидно, Ω∗ ⊂ Ω,
то тем самым доказана компактность множества F .

Теорема Гейне – Бореля. Для того чтобы множество K ⊂ Rn бы-
ло компактным, необходимо и достаточно, чтобы оно было замкнутым
и ограниченным.
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Доказательство. Достаточность. Пусть K замкнуто и ограниче-
но. Тогда найдется сегмент I ⊂ Rn, содержащий K. В силу леммы Гейне
– Бореля, этот сегмент I компактен. Поэтому, в силу леммы 2, компактно
также его замкнутое подмножество K.

Необходимость. Пусть K компактно. Докажем, что оно ограниче-
но. Обозначим через Bs открытый шар с центром в нуле радиуса s. Тогда
последовательность шаров {Bs}∞s=1 покрывает все пространство Rn, а сле-
довательно, и множество K. Поскольку K компактно, то оно может быть
покрыто конечным набором шаров Bs. Среди всех этих шаров выберем
шар с наибольшим радиусом. Пусть это шар B∗. Тогда ясно, что K ⊂ B∗,
так что K ограничено.

Докажем теперь, что K замкнуто. Для этого достаточно показать, что
каждая точка y /∈ K, не является предельной для K.

Итак, пусть y /∈ K. Рассмотрим множества Gk = cB(y, 1
k ) (k = 1, 2, . . .).

Поскольку замкнутый шар B(y, 1
k ) – множество замкнутое, то его до-

полнение Gk открыто. Кроме того, ясно, что ∪∞
k=1Gk = Rn \ {y}. По-

скольку y /∈ K, то совокупность множеств Gk (k = 1, 2, . . .) образует
открытое покрытие множества K. Пользуясь компактностью K, выбе-
рем из этого покрытия конечное подпокрытие {Gk1 , . . . , Gks} и положим
ρ = 1

max{k1,...,ks} > 0. Тогда получим, что шар B(y, ρ) не имеет общих то-
чек с множеством K. Отсюда следует, что точка y не является предельной
для K.

Лемма Больцано – Вейерштрасса. Каждое бесконечное ограни-
ченное множество E ⊂ Rn имеет по крайней мере одну предельную
точку.

Доказательство.Пусть множество E бесконечно и ограничено. Пред-
положим, что у него нет предельных точек. Тогда оно является замкну-
тым. Поскольку E еще и ограничено, то, по теореме Гейне – Бореля, E

компактно. Для каждой точки x ∈ E построим такую окрестность Ux,
в которой нет других точек из E, кроме x (если бы для некоторой точ-
ки x такой окрестности не было, то эта точка была бы предельной для
E). Тогда семейство {Ux}x∈E образует открытое покрытие компактного
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множества E. Пользуясь компактностью E, выберем из этого покрытия
конечное подпокрытие, т. е. конечный набор шаров, в каждом из которых
содержится лишь по одной точке из множества E. Но это противоречит
тому, что множество E бесконечно.

Замечание. Предельная точка, существование которой утверждает-
ся в лемме Больцано – Вейерштрасса, не обязана принадлежать множе-
ству E.
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n

Если каждому натуральному числу ν поставлена в соответствие точка
xν ∈ Rn, то говорят, что задана последовательность {xν} точек из Rn.

Определение. Точка x называется пределом последовательности то-
чек xν (ν = 1, 2, . . . ), если для любого ε > 0 существует такое N , что для
всех ν ≥ N справедливо неравенство |xν − x| < ε.

Эквивалентное геометрическое определение может быть сформулиро-
вано следующим образом.

Определение. Точка x называется пределом последовательности то-
чек xν (ν = 1, 2, . . . ), если в любой окрестности точки x содержатся все
члены последовательности, за исключением, быть может, конечного их
числа, т. е. какой бы шар с центром в точке x мы ни взяли, в него по-
падут все точки xν , кроме, быть может, конечного их числа. Предел x

последовательности {xν} обозначают, как обычно,

x = lim
ν→∞xν .

Теорема (единственность предела). Если последовательность
имеет предел, то он единственный.

Доказательство. Действительно, если у последовательности {xν}
есть два предела x′, x′′ и x′′ �= x′, то построим непересекающиеся окрест-
ности V ′ и V ′′ точек x′ и x′′, соответственно (для этого достаточно взять
шары с центрами в точках x′ и x′′, радиусы которых равны половине
расстояния между точками x′ и x′′). Поскольку x′ = limν→∞ xν , то в
окрестности V ′ содержатся все элементы последовательности, начиная с
некоторого номера. Аналогично, поскольку x′′ = limν→∞ xν , то в окрест-
ность V ′′ попадают все элементы последовательности {xν}, начиная с
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некоторого номера. Но это невозможно, поскольку окрестности V ′ и V ′′

не пересекаются.

Последовательность {xν} называется ограниченной, если ограничено
множество значений этой последовательности.

Равносильное определение: последовательность {xν} называется огра-
ниченной, если существует такое число M , что |xν | ≤ M (ν = 1, 2 . . .).

С геометрической точки зрения это означает, что существует шар с
центром в нуле, содержащий все элементы последовательности.

Очевидно также, что последовательность ограничена тогда, и только
тогда, когда все ее элементы содержатся в некотором шаре (не обязатель-
но с центром в нуле).

Теорема (ограниченность сходящейся последовательности). Ес-
ли последовательность имеет предел, то она ограничена.

Доказательство. Действительно, пусть x = limν→∞ xν . Обозначим
через V шар единичного радиуса с центром в точке x. По определению
предела, в этом шаре находятся все элементы последовательности, начи-
ная с некоторого номера N . Вне V находится разве что конечное число
элементов xν . Положим

ρ = max{1, |x1 − x|, . . . , |xN−1 − x|}

и получим, что в B(x, ρ) находятся все xν (ν = 1, 2, . . .), т. е. последова-
тельность {xν} ограничена.

Пример. Рассмотрим последовательность
(
(−1)ν , 1

ν , 1
2ν

)
(ν = 1, 2, . . .)

точек в пространстве R3. Эта последовательность предела не имеет, по-
скольку не имеет предела числовая последовательность, составленная из
первых координат данной последовательности. Легко видеть, что эта по-
следовательность ограничена. Действительно, имеем |xν | ≤

√
3.

Последовательность yν =
(

ν+1
ν , 1

ν , 2ν−1
ν+3

)
(ν = 1, 2, . . .) точек из R3,

очевидно, имеет пределом точку y = (1, 0, 2).

Теорема. Для того чтобы последовательность точек xν ∈ Rn схо-
дилась к точке x ∈ Rn, необходимо и достаточно, чтобы при каждом
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i = 1, . . . , n числовая последовательность {xi
ν}∞i=1, составленная из i-х

координат точек xν , сходилась к i-й координате xi точки x.

Доказательство. Необходимость. Пусть xν → x. Тогда из нера-
венства |xi

ν − xi| ≤ |xν − x| (i = 1, . . . , n), которое следует из определения
длины, получаем, что стремление к нулю правой части влечет стремление
к нулю левой части при любом i.

Достаточность. Воспользуемся неравенством

|xν − x| =

√√√√ n∑
i=1

(xi
ν − xi)2 ≤

n∑
i=1

∣∣xi
ν − xi

∣∣ .
Поскольку при каждом i = 1, . . . , n имеем limν→∞ xi

ν = xi, то для любого
i найдется такое Ni, что при каждом ν ≥ Ni справедливо

∣∣xi
ν − xi

∣∣ < ε
n .

Если положим N = max(N1, . . . , Nn), то для любого ν ≥ N получим
|xν − x| < ε, т. е. limν→∞ xν = x.

Теорема (арифметические свойства пределов).Пусть {xν}, {yν}
– две последовательности точек из Rn, такие, что limν→∞ xν = x,

limν→∞ yν = y и {αν} – последовательность действительных чисел, та-
кая, что limν→∞ αν = α. Тогда

1) limν→∞(xν + yν) = x + y;

2) limν→∞ ανxν = αx;

3) limν→∞(xν · yν) = (x · y);

4) limν→∞ |xν | = |x|.
Доказательство. Свойство 1) очевидно.

2) Поскольку последовательность {xν} сходится, то она ограничена.
Пусть |xν | ≤ M . Тогда, в силу неравенства треугольника, имеем

|ανxν − αx| ≤ |ανxν − αxν | + |αxν − αx| =

= |αν − α||xν | + |α||xν − x| ≤ M |αν − α| + |α||xν − x|.

Отсюда следует 2).

3) Пользуясь неравенством Коши и неравенством треугольника, огра-
ниченностью последовательности {yν} (т. е. |yν | ≤ M) и свойствами ска-
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лярного произведения, получаем

|xν · yν − x · y| ≤ |xν · yν − x · yν | + |x · yν − x · y| =

= |(xν−x)·yν |+|x·(yν−y)| ≤ |xν−x||yν |+|x||yν−y| ≤ M |xν−x|+|x||yν−y|.

Отсюда, очевидно, следует 3).

Для доказательства 4) достаточно показать, что

||xν | − |x|| ≤ |xν − x|.

Это неравенство, в свою очередь, вытекает из следующих двух очевидных
неравенств:

|xν | ≤ |x| + |xν − x|, |x| ≤ |xν | + |x − xν |.

Определение. Последовательность {xν} называется фундаменталь-
ной, или последовательностью Коши, если для каждого ε > 0 найдется
такой номер N , что для любых двух номеров ν, μ ≥ N справедливо нера-
венство |xν − xμ| < ε.

Теорема (критерий Коши). Для того чтобы последовательность
{xν} точек в Rn была сходящейся, необходимо и достаточно, чтобы она
была фундаментальной.

Доказательство. Необходимость. Пусть limν→∞ xν = x. Зададим
ε > 0 и найдем такой номер N , что для всех ν ≥ N справедливо неравен-
ство |xν − x| < ε

2 . Если ν, μ ≥ N , то, в силу неравенства треугольника,
получим

|xν − xμ| ≤ |xν − x| + |xμ − x| <
ε

2
+

ε

2
= ε,

а это означает, что последовательность фундаментальна.

Достаточность. Пусть последовательность {xν} фундаментальна.
Покажем, что она сходится. Для этого достаточно установить, что для
каждого i = 1, . . . , n числовая последовательность {xi

ν} является сходя-
щейся. Но это сразу следует из неравенства |xi

ν − xi
μ| ≤ |xν − xμ|. Дей-

ствительно, поскольку последовательность {xν} фундаментальна, то и
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числовая последовательность {xi
ν} также фундаментальна. Применяя те-

перь критерий Коши сходимости числовых последовательностей, получа-
ем, что последовательность {xi

ν} сходится. Обозначим xi = limν→∞ xi
ν (i =

1, . . . , n). Тогда получим, что последовательность {xν} сходится к x =

(x1, . . . , xn).

Следующая теорема дает еще одно равносильное определение предель-
ной точки множества.

Теорема.Для того чтобы точка x ∈ Rn являлась предельной точкой
множества E, необходимо и достаточно, чтобы существовала последо-
вательность {xν} попарно различных точек множества E, сходящаяся
к x.

Доказательство. Необходимость. Пусть x – предельная точка
множества E. Выберем произвольную точку x1 ∈ E, отличную от x. Да-
лее, выберем точку x2 ∈ E, отличную от x, так, чтобы было выполнено
неравенство |x−x2| < 1

2 |x−x1|. Продолжая этот процесс, получим после-
довательность точек xν ∈ E, xν �= x, и таких, что |x − xν | < 1

2 |x − xν−1|.
Из последнего неравенства следует, что все точки xν попарно различ-
ны. Кроме того, из неравенства |xν − x| < 21−ν |x1 − x| вытекает, что
limν→∞ xν = x.

Достаточность. Пусть limν→∞ xν = x и точки xν ∈ E попарно раз-
личны. Тогда можно считать, что ни одна из них не совпадает с точкой x.
Поскольку, в силу определения предела, любая окрестность точки x со-
держит все элементы последовательности, начиная с некоторого номера,
то x – предельная точка множества E.

Лемма Больцано – Вейерштрасса. Из каждой ограниченной по-
следовательности можно выделить сходящуюся подпоследовательность.

Доказательство. Пусть {xν} – ограниченная последовательность.
Обозначим через E множество значений этой последовательности. Рас-
смотрим два случая.

1. Если множество E конечно, то найдется такая строго возрастающая
последовательность индексов ν1 < ν2 < . . ., что xν1 = xν2 = . . . Это
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означает, что подпоследовательность {xνk
} сходится.

2. Пусть множество E бесконечно. Поскольку оно еще и ограничено,
то E имеет хотя бы одну предельную точку x. По предыдущей теореме,
существует последовательность попарно различных точек из множества
E, сходящаяся к x. Эти точки множества E являются элементами по-
следовательности {xν} и, очевидно, можно считать, что номера ν1, ν2, . . .

этих элементов последовательности строго возрастают. Таким образом,
мы получили подпоследовательность {xνk

}, сходящуюся к x.

Замечание.Можно было дать и прямое доказательство леммы Боль-
цано – Вейерштрасса, аналогичное тому, что было приведено в одномер-
ном случае (основанное на методе деления отрезка). Для этого нужно
взять сегмент, содержащий все xν , и, проводя последовательно деление
его сторон пополам, выбирать каждый раз тот частичный сегмент, в ко-
тором находится бесконечно много элементов последовательности {xν}.

Проведите самостоятельно.
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Пусть X и Y – произвольные множества. Отображением f из X в Y

(или функцией, заданной на X со значениями в Y ) называется соответ-
ствие, которое каждому x ∈ X сопоставляет единственный элемент y ∈ Y .
Множество X называется областью определения, а множество всех y ∈ Y ,
являющихся значениями отображения f , называется областью значений
или образом множества X и обозначается f(X).

Если A – произвольное подмножество из Y , то множество тех x ∈ X,
для которых f(x) ∈ A, называется прообразом множества A и обознача-
ется f−1(A). Не следует путать f−1 с обратным отображением, т. к. его
может и не быть.

Будем рассматривать функции f , определенные на некоторых множе-
ствах E ⊂ Rn со значениями в Rm. Такие функции называются вектор-
ными функциями многих переменных. Значениями функции f являются
m-мерные векторы. Эти функции будем называть также отображениями.
Функция f : E �−→ R, где E ⊂ Rn, т. е. такая, значения которой являются
действительными числами, называется действительной функцией.

Пусть f : E �−→ Rm, m ≥ 2, где E ⊂ Rn. Тогда для любого фикси-
рованного x ∈ E значением f(x) есть m-мерный вектор, который может
быть записан в виде

f(x) =
(
f1(x), . . . , fm(x)

)
,

где f i(x) – действительные числа – координаты вектора f(x). Таким об-
разом, мы получаем m действительных функций на множестве E: f i :

E �−→ R. Эти функции f i называют компонентами векторной функции
f , и пишут f = (f1, . . . , fm).
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В дальнейшем важное значение будут иметь функции πi : Rn �−→ R,
которые каждому вектору x ∈ Rn ставят в соответствие его i-ю коорди-
нату. Функцию πi называют i-й проекцией.

Пусть f, g : E �−→ Rm, где E ⊂ Rn и число α ∈ R. Определим следу-
ющие операции над функциями:

f + g : E �−→ Rm, (f + g)(x) = f(x) + g(x);

αf : E �−→ Rm, (αf)(x) = αf(x);

f · g : E �−→ R, (f · g)(x) = f(x) · g(x) (в правой части скалярное
произведение двух m-мерных векторов).

Пусть f : E �−→ Rm, E ⊂ Rn, а g : N �−→ Rk, N ⊂ Rm, причем f(E) ⊂
N . Тогда композицией (или сложной функцией) g◦f называют функцию
g ◦ f : E �−→ Rk, определяемую равенством (g ◦ f)(x) = g(f(x)) (x ∈ E).

Если f =
(
f1, . . . , fm

)
: E �−→ Rm, то i-я координата функции f

может быть представлена в виде f i = πi ◦ f .

11.1 Предел функции

Пусть множество E ⊂ Rn, a – предельная точка множества E и функция
f : E �−→ Rm.

Определение. Точка b ∈ Rm называется пределом функции f в точке
a по множеству E, если для любого ε > 0 найдется такое δ > 0, что для
всех x ∈ E, отличных от точки a и удовлетворяющих условию 0 < |x−a| <

δ, справедливо неравенство |f(x) − b| < ε. В этом случае пишут

b = lim
x→a, x∈E

f(x)

и говорят, что f(x) стремится к b, пробегая множество E, или f(x) стре-
мится к b вдоль множества E.

Если множество E содержит некоторый шар с центром в точке a, за ис-
ключением, быть может, самой точки a, то просто пишут b = limx→a f(x).

Замечание 1. В самой точке a функция f может быть и не опреде-
лена. Но даже если она и определена в точке a, то мы не требуем, чтобы
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было выполнено равенство f(a) = b, поскольку в точке a выполнение
неравенства |f(x) − b| < ε не требуется.

Замечание 2. Пусть f : E �−→ Rm и limx→a, x∈E f(x) = b. Тогда для
любого подмножества A ⊂ E, для которого точка a является предельной,
очевидно, limx→a, x∈A f(x) = b. Если же по двум различным подмноже-
ствам A1, A2 ⊂ E, имеющим a предельной точкой, пределы функции f

в точке a будут различными, то по множеству E в этой точке предела у
функции f нет. Это очевидно.

Пример. Пусть

f(x, y) =
x2 − y2

x2 + y2

(
(x, y) ∈ E ≡ R2 \ {(0, 0)}) ,

A1 = {(x, y) ∈ E : x = y}, A2 = {(x, y) ∈ E : x = 0}.

Тогда, очевидно,

lim
(x,y)→(0,0), (x,y)∈A1

f(x, y) = 0, lim
(x,y)→(0,0), (x,y)∈A2

f(x, y) = −1.

Легко также убедиться в том, что у этой функции существуют пределы
вдоль любой прямой, проходящей через начало координат, но эти пределы
различные. Поэтому функция f не имеет предела вдоль множества E.

Теорема. Пусть функция f : E �−→ Rm, E ⊂ Rn, и a – предельная
точка множества E. Для того чтобы точка b ∈ Rm являлась преде-
лом функции f в точке a по множеству E, необходимо и достаточно,
чтобы для любой сходящейся к a последовательности {xν} точек из E,
отличных от a, было выполнено равенство limν→∞ f(xν) = b.

Доказательство. Необходимость. Пусть limx→a, x∈E f(x) = b и
пусть xν ∈ E, xν �= a, limν→∞ xν = a, т. е. зафиксирована некоторая
последовательность {xν}. Докажем, что limν→∞ f(xν) = b.

Зададим ε > 0. Тогда, по определению предела функции, найдется
такое δ > 0, что для всех x ∈ E, удовлетворяющих условию 0 < |x−a| < δ,
справедливо неравенство |f(x) − b| < ε. Так как xν → a и xν �= a, то
найдется такой номер N , что при любом ν ≥ N будет 0 < |xν − a| < δ.
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Поэтому для ν ≥ N выполнено неравенство |f(xν)− b| < ε. Это означает,
что limν→∞ f(xν) = b.

Достаточность. Предположим, что предел функции f в точке a ли-
бо не существует, либо существует, но не равен b. Тогда найдется такое
ε0 > 0, что для любого δ > 0 найдется точка x′ ∈ E, x′ �= a, для которой
|x′ − a| < δ, но |f(x′) − b| ≥ ε0. Полагая δ = 1

ν , построим последова-
тельность точек x′

ν , для которых 0 < |x′
ν − a| < 1

ν , но |f(x′
ν) − b| ≥ ε0.

Тогда получим, что x′
ν → a, но f(x′

ν) не стремится к b, а это противоречит
условию.

Доказанная теорема позволяет сформулировать равносильное опреде-
ление предела функции по Гейне.

Определение. Точка b называется пределом функции f в точке a,
если для любой последовательности {xν} точек из E, сходящейся к a,
xν �= a, соответствующая последовательность {f(xν)} значений функции
сходится к точке b.

Теорема (арифметические свойства предела). Пусть функции
f, g : E �−→ Rm, E ⊂ Rn, a – предельная точка множества E и

lim
x→a, x∈E

f(x) = b, lim
x→a, x∈E

g(x) = c.

Тогда
1) limx→a, x∈E(f + g)(x) = b + c;

2) limx→a, x∈E(f · g)(x) = b · c;
3) если f, g – действительные функции (т. е.m = 1) и g(x) �= 0, c �= 0,

то limx→a, x∈E

(
f
g

)
(x) = b

c .
Для доказательства достаточно воспользоваться определением преде-

ла по Гейне и соответствующей теоремой для последовательностей.

11.2 Непрерывные функции

Пусть функция f : E �−→ Rm, E ⊂ Rn и точка x0 ∈ E.

Определение. Функция f называется непрерывной в точке x0, если
для любого ε > 0 найдется такое δ > 0, что для всех x ∈ E, удовлетворя-
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ющих условию |x − x0| < δ, справедливо неравенство |f(x) − f(x0)| < ε.

Если x0 – предельная точка множества E, то непрерывность функции
f в точке x0 равносильна тому, что limx→x0, x∈E f(x) = f(x0).

Пусть точка x0 не является предельной для E. Это означает, что най-
дется такая окрестность U точки x0, в которой нет других точек мно-
жества E. Такая точка называется изолированной точкой множества E.
Ясно, что каждая точка множества E является либо предельной, либо
изолированной. Очевидно, в изолированной точке множества E любая
функция f непрерывна, это следует сразу из определения непрерывно-
сти.

Равносильное данному выше определение непрерывности в терминах
окрестностей может быть сформулировано следующим образом.

Определение. Функция f называется непрерывной в точке x0, ес-
ли для любой окрестности V точки f(x0) найдется такая окрестность U

точки x0, что образ f(U ∩ E) множества U ∩ E содержится в V , т. е.
f(U ∩ E) ⊂ V .

Используя определение предела по Гейне, можно также легко сфор-
мулировать определение непрерывности функции в точке в терминах по-
следовательностей.

Теорема. Пусть функция f : E �−→ Rm, E ⊂ Rn. Для того чтобы
f была непрерывной в точке x0, необходимо и достаточно, чтобы были
непрерывными в точке x0 все ее компоненты.

Эта теорема мгновенно вытекает из следующего неравенства:

∣∣f i(x) − f i(x0)
∣∣ ≤ |f(x) − f(x0)| =

√√√√ m∑
j=1

[f j(x) − f j(x0)]
2 (i = 1, . . . ,m).

Теорема. Пусть функции f, g : E �−→ Rm, E ⊂ Rn. Если f и g

непрерывны в точке x0 ∈ E, то в этой точке непрерывны и функции
f + g, f · g. Если f, g – действительные функции и g(x) �= 0 на E, то f

g

непрерывна в точке x0.
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Доказательство. Действительно, если x0 – изолированная точка, то
в этой точке непрерывна каждая функция. Если же x0 – предельная точка
множества E, то для доказательства этой теоремы достаточно применить
соответствующую теорему для пределов функции.

Теорема (о непрерывности сложной функции).Пусть f : E �−→
Rm, E ⊂ Rn и g : N �−→ Rk, N ⊂ Rm, причем f(E) ⊂ N . Если f непре-
рывна в точке x0 ∈ E, а функция g непрерывна в точке y0 = f(x0) ∈ N ,
то композиция h ≡ g ◦ f непрерывна в точке x0.

Доказательство. Пусть ε > 0. В силу непрерывности функции g в
точке y0, найдется такое η > 0, что для всех y ∈ N , удовлетворяющих
условию |y − y0| < η, выполнено неравенство |g(y)− g(y0)| < ε. Так как f

непрерывна в точке x0, то для числа η существует такое δ, что для всех
x ∈ E, удовлетворяющих условию |x − x0| < δ, справедливо неравенство
|f(x)−f(x0)| < η. Окончательно, если |x−x0| < δ, то, так как y0 = f(x0),
получаем |h(x) − h(x0)| = |g(f(x)) − g(f(x0))| < ε.

Определение. Функция f : E �−→ Rm называется непрерывной на
множестве E, если она непрерывна в каждой точке этого множества.

Пример 1. Рассмотрим πi(x) = xi (x ∈ Rn), πi : Rn �−→ R (i ∈
{1, . . . , n}). Имеем

|πi(x) − πi(x0)| = |xi − xi
0| ≤ |x − x0|,

так что функция πi непрерывна на всем Rn.

Пример 2. Пусть f(x) = (xi)ν , где ν ∈ N. Тогда функция f : Rn �−→ R

непрерывна на всем пространстве Rn.

Действительно, рассмотрим функцию g(t) = tν (t ∈ R). Тогда f =

g ◦ πi и из теоремы о непрерывности сложной функции сразу получаем
утверждение.

Пример 3. Функция

f(x) =
m1∑

i1=0

. . .

mn∑
in=0

Ci1,...,in(x1)i1 . . . (xn)in
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непрерывна на всем пространстве Rn. Это следует из двух предыдущих
примеров.

Пример 4. Пусть f(x) = |x| (x ∈ Rn). Тогда из неравенства

|f(x) − f(x0)| = ||x| − |x0|| ≤ |x − x0| (x, x0 ∈ Rn)

сразу следует непрерывность функции f .

Определение. Множество A ⊂ Rn называется открытым относи-
тельно множества B ⊂ Rn, если существует такое открытое множество
G ⊂ Rn, что A = G ∩ B.

Теорема. Если функция f : E �−→ Rm непрерывна на множестве E,
то прообраз любого открытого множества H ⊂ Rm открыт относи-
тельно E.

Доказательство. Если H∩f(E) = ∅, то прообраз множества H равен
∅ и утверждение теоремы в этом случае справедливо.

Пусть H∩f(E) �= ∅. Для каждого y0 ∈ H∩f(E) построим окрестность
Vy0 ⊂ H и, пользуясь непрерывностью функции f , для каждого x0 ∈ E,
такого, что f(x0) = y0, построим такую окрестность Ux0 , что f(Ux0 ∩
E) ⊂ Vy0 . Обозначим через G объединение всех таких окрестностей Ux0 ,
полученных, когда y0 пробегает все множество H∩f(E). Нетрудно видеть,
что прообразом множества H является множество G ∩ E.

11.2.1 Непрерывные функции на компактных
множествах

Определение. Пусть f : E �−→ Rm, E ⊂ Rn. Функция f называется
ограниченной на множестве E, если ее образ f(E) – ограниченное множе-
ство в Rm, т. е. если существует такое M , что для всех x ∈ E справедливо
неравенство |f(x)| ≤ M .

Первая теорема Вейерштрасса. Пусть K – компактное множе-
ство в Rn и функция f : K �−→ Rm непрерывна на K. Тогда эта функция
ограничена на K.
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Доказательство. В силу непрерывности f , для любого x ∈ K най-
дется окрестность Ux, такая, что функция f ограничена на множестве Ux,
т. е. для любого y ∈ K ∩Ux справедливо неравенство |f(y)| ≤ Mx, где Mx

зависит от x. Совокупность открытых шаров Ux образует открытое по-
крытие компактного множества K. В силу компактности, из него можно
выделить конечное подпокрытие Ux1 , . . . , Uxp . Этим шарам соответству-
ют числа Mx1 , . . . ,Mxp

. На каждом из этих шаров функция f ограничена
этим числом. Положим M = max1≤i≤p Mxi . Тогда для каждого x ∈ K

получим, что |f(x)| ≤ M .

Пусть f : E �−→ R, где E ⊂ Rn. Функция f называется ограниченной
сверху на множестве E, если существует такая постоянная M , что для
всех x ∈ E справедливо неравенство f(x) ≤ M . Каждое такое число M

называется верхней границей функции f , а наименьшая из всех верхних
границ называется точной верхней границей или верхней гранью функции
f и обозначается supx∈E f(x).

Из самого определения не следует существование верхней грани. Су-
ществование верхней грани вытекает из теоремы о существовании верхней
грани для ограниченного сверху множества.

Вторая теорема Вейерштрасса. Пусть f : K �−→ R – действи-
тельная непрерывная функция на компактном множестве K ⊂ Rn. То-
гда на этом множестве функция f достигает своей верхней и нижней
граней, т. е. существуют такие точки x′, x′′ ∈ K, что

f(x′) = sup
x∈K

f(x), f(x′′) = inf
x∈K

f(x).

Доказательство. Предположим противное. Пусть, например, верх-
няя грань не достигается, т. е. для любого x ∈ K справедливо неравенство
f(x) < M , где M – верхняя грань функции f на K. Рассмотрим функ-
цию ϕ(x) = 1

M−f(x) . Эта функция положительна и непрерывна в каждой
точке x ∈ K. По первой теореме Вейерштрасса она ограничена, т. е. суще-
ствует такое число μ > 0, что ϕ(x) ≤ μ для каждого x ∈ K. Это означает,
что 1

M−f(x) ≤ μ, или, что то же самое, f(x) ≤ M − 1
μ (x ∈ K). Отсю-
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да следует, что число M − 1
μ является верхней границей для функции f .

Но поскольку μ > 0, то это противоречит тому, что M является верхней
гранью функции f , т. е. наименьшей из всех верхних границ.

Для нижней грани доказательство аналогичное.

Теорема. Пусть компактное множество K ⊂ Rn и непрерывная
функция f : K �−→ Rm. Тогда f(K) является компактным множеством
в Rm.

Доказательство. Пусть {Hα}α∈A – произвольное открытое покры-
тие множества f(K). Нужно показать, что найдется такой конечный на-
бор множеств Hα1 , . . . ,Hαs

, которые также покрывают K. Для доказа-
тельства воспользуемся тем, что при непрерывном отображении f прооб-
раз любого открытого множества открыт относительно K. Это означает,
что для любого множества Hα его прообраз f−1(Hα) может быть пред-
ставлен в виде f−1(Hα) = Gα ∩ K, где Gα – открытое множество. Тогда
совокупность всех множеств {Gα}α∈A образует открытое покрытие ком-
пактного множеств K. Пользуясь компактностью множества K, выберем
из этого покрытия конечное подпокрытие {Gα1 , . . . , Gαs}. Тогда ясно, что
совокупность множеств Hα1 , . . . ,Hαs

образует покрытие множества f(K)

и тем самым теорема доказана.

11.2.2 Равномерная непрерывность

Определение. Пусть f : E �−→ Rm. Функция f называется равно-
мерно непрерывной на множестве E, если для каждого ε > 0 найдется
такое δ > 0, что для любых точек x′, x′′ ∈ E, удовлетворяющих условию
|x′ − x′′| < δ, справедливо неравенство |f(x′) − f(x′′)| < ε.

Если f равномерно непрерывна на множестве E, то, очевидно, она
непрерывна на этом множестве. Обратное утверждение неверно. Напри-
мер, функция f(x) = 1

x непрерывна на (0, 1), но не является равномерно
непрерывной на этом интервале.

Теорема Кантора. Пусть множество K ⊂ Rn компактно, функция
f : K �−→ Rm непрерывна на K. Тогда f равномерно непрерывна на K.
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Доказательство. Возьмем произвольное ε > 0. Для любой точ-
ки a ∈ K, в силу непрерывности функции f , найдется такая окрест-
ность Ua точки a, что для любой точки x ∈ Ua имеет место неравенство
|f(x) − f(a)| < ε

2 . Отсюда следует, что для любых двух точек x′, x′′ ∈ Ua

справедливо неравенство |f(x′) − f(x′′)| < ε. Обозначим через U∗
a шар с

центром в точке a, радиус которого в два раза меньше, чем у шара Ua.
Совокупность шаров {U∗

a}a∈K образует открытое покрытие компактного
множества K. Из него можно извлечь конечное подпокрытие U ∗

a1
, . . . U∗

as
.

Обозначим через δ наименьший из радиусов шаров U ∗
ai

(i = 1, . . . , s) и
убедимся, что это значение δ удовлетворяет требованию, которое фигу-
рирует в определении равномерной непрерывности.

Пусть x′, x′′ ∈ K и |x′ − x′′| < δ. Точка x′ принадлежит по крайней
мере одному из шаров U∗

ai
. Тогда x′ ∈ Uai , а из неравенства |x′′ − ai| ≤

|x′′ −x′|+ |x′ − ai| < 2δ следует, что и точка x′′ также принадлежит шару
Uai

. Но выше было отмечено, что если точки x′, x′′ принадлежат одному
шару Uai , то |f(x′) − f(x′′)| < ε, и тем самым теорема доказана.

11.2.3 Непрерывные функции на связных множествах

Для непрерывной на отрезке функции ранее была доказана теорема Боль-
цано – Коши о промежуточном значении. Утверждение этой теоремы в
определенном смысле останется справедливым, если вместо отрезка рас-
сматривать интервал.

Пример. Пусть I1, I2 – два непересекающихся отрезка, E = I1 ∪ I2, а
функция f : E �−→ R определена равенством

f(x) =

{
1, x ∈ I1,

0, x ∈ I2.

Тогда ясно, что функция f непрерывна на E, но не обладает свойством
промежуточных значений.

Определение. Множество E ⊂ Rn называется связным, если его
нельзя разбить на два непустых непересекающихся подмножества, ни
одно из которых не содержит предельных точек другого, т. е. если не
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существует двух таких множеств E1 и E2, что E1, E2 �= ∅, E1 ∪ E2 =

E, E1 ∩E2 = ∅ и E1 не содержит предельных точек E2, а E2 не содержит
предельных точек множества E1.

Пример. Отрезок [a, b] можно разбить на два непустых непересека-
ющихся множества [a, c) и [c, b], где a < c ≤ b. Однако данное разбиение
таково, что одно из множеств [c, b] содержит предельную точку c другого
множества [a, c). Ниже будет доказано, что отрезок – связное множество.

Промежутком в R называется любой отрезок, интервал или полуот-
крытый интервал. Характерное свойство промежутка Δ состоит в том,
что для любых точек x1, x2 ∈ Δ, x1 < x2, отрезок [x1, x2] содержится
в Δ, т. е. [x1, x2] ⊂ Δ. Это сразу следует из определения промежутка.
Справедливо также и обратное утверждение.

Теорема. Если множество Δ ⊂ R обладает тем свойством, что
вместе с любыми двумя точками x1, x2 ∈ Δ, x1 < x2, оно содержит
весь отрезок [x1, x2], то Δ является промежутком.

Доказательство. Обозначим α = inf Δ, β = sup Δ. Ясно, что доста-
точно показать, что интервал (α, β) содержится в Δ. Фиксируем произ-
вольное x ∈ (α, β). Тогда найдутся точки x1, x2 ∈ Δ, такие, что x1 < x <

x2 (это следует из определения верхней и нижней граней). По предполо-
жению, [x1, x2] ⊂ Δ. Отсюда следует, что x ∈ Δ. Так как x – произвольно,
то тем самым теорема доказана.

Теорема. Для того чтобы множество E ⊂ R было связным, необ-
ходимо и достаточно, чтобы E было промежутком. Другими словами,
промежутки, и только они, являются связными множествами в R.

Доказательство. Необходимость. Пусть E – связное множество.
Докажем, что это промежуток. Предположим, что x1, x2 ∈ E, x1 < x2, и
покажем, что [x1, x2] ⊂ E. В силу предыдущей теоремы, это будет озна-
чать, что E – промежуток.

Предположим противное, т. е. предположим, что существует точка
x ∈ (x1, x2), x /∈ E. Положим E1 = E ∩ (−∞, x), E2 = E ∩ (x,+∞). Эти
множества непусты, т. к. x1 ∈ E1, x2 ∈ E2. Поскольку x /∈ E, то ясно,
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что E = E1 ∪ E2. Покажем, что множество E1 не содержит предельных
точек множества E2. Действительно, если x′ ∈ E1, то x′ не может быть
предельной точкой множества E2, поскольку в окрестности точки x′ ра-
диуса ρ = x−x′ > 0 нет точек, принадлежащих E2. Аналогично покажем,
что множество E2 не содержит предельных точек множества E1. Таким
образом, мы приходим к противоречию со связностью множества E, и
тем самым доказана необходимость.

Достаточность. Предположим теперь, что E – промежуток, и дока-
жем его связность. Предположим противное. Пусть множество E разбито
на два непустых, непересекающихся множества E1 и E2, из которых ни од-
но не содержит предельных точек другого. Возьмем произвольные точки
a ∈ E1, b ∈ E2. Тогда a �= b, поскольку множества E1 и E2 не пересекают-
ся. Пусть, например, a < b. Обозначим через c верхнюю грань множества
всех точек из отрезка [a, b], принадлежащих E1, т. е. c = supE1 ∩ [a, b].
Предположим, что c ∈ E1. Но тогда c < b, поскольку b ∈ E2, и (c, b] ⊂ E2

(здесь мы пользуемся тем, что E – промежуток, а значит [a, b] ⊂ E, так
как a, b ∈ E). Итак, получаем, что c – предельная точка множества E2.
Но это невозможно, ибо c ∈ E1, а множество E1 не содержит предельных
точек множества E2.

В случае если c ∈ E2, аналогично получаем, что точка c – предельная
для множества E1. Снова приходим к противоречию.

Теорема. Пусть связное множество E ⊂ Rn и функция f : E �−→
Rm непрерывна на E. Тогда образ f(E) также связен, т. е. непрерывный
образ связного множества связен.

Доказательство. Пусть A = f(E). Предположим, что A несвязно.
Тогда его можно разбить на два непустых непересекающихся множества
A1 и A2, из которых ни одно не содержит предельных точек другого.
Пусть E1 = f−1(A1), E2 = f−1(A2). Тогда множества E1 и E2 непусты,
не пересекаются и E = E1 ∪ E2. Поскольку множество E связно, то по
крайней мере одно из них содержит предельную точку другого. Пусть,
например, точка x0 ∈ E1 является предельной для множества E2. Тогда
существует последовательность {xν} точек из E2, сходящаяся к x0. В силу
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непрерывности функции f в точке x0, получаем limν→∞ f(xν) = f(x0). Но
f(x0) ∈ A1, а f(xν) ∈ A2. Отсюда следует, что точка f(x0) из A1 является
предельной для множества A2, и мы приходим к противоречию.

Следствие (теорема Больцано – Коши).Пусть функция f : E �−→
R непрерывна на связном множестве E ⊂ Rn. Тогда для любых точек
a, b ∈ E и для любого c, заключенного между f(a) и f(b), найдется такая
точка x ∈ E, что c = f(x).

Доказательство. В силу предыдущей теоремы, множество A = f(E)

связно. Это подмножество действительной оси, так что A – промежуток.
Числа f(a) и f(b) принадлежат A, а значит, c, заключенное между f(a)

и f(b), также принадлежит A, т. е. число c является значением функции
f в некоторой точке x.

Определение. Пусть a, b ∈ Rn. Отрезком, соединяющим точки a и b,
называется множество всех точек x = at + b(1 − t), где 0 ≤ t ≤ 1.

Множество E ⊂ Rn называется выпуклым, если вместе с любыми дву-
мя своими точками оно содержит отрезок, соединяющий эти точки.

Напомним, что путем в Rn называется каждое непрерывное отобра-
жение γ : [α, β] �−→ Rn некоторого отрезка [α, β] действительной прямой
в пространство Rn. Образ Γ = γ([α, β]) при отображении γ называется
следом пути.

Определение.Множество E ⊂ Rn называется линейно связным, если
любые две его точки x′, x′′ можно соединить путем, след которого лежит
во множестве E. Говорят, что путь γ : [α, β] �−→ Rn соединяет точки x′

и x′′, если γ(α) = x′ и γ(β) = x′′. Точку γ(α) называют началом пути, а
точку γ(β) – концом пути.

Теорема. Каждое линейно связное множество E ⊂ Rn связно.

Доказательство. Предположим, что множество E несвязно, т. е. его
можно разбить на два непустых, непересекающихся подмножества E1 и
E2, из которых ни одно не содержит предельных точек другого. Пусть
a ∈ E1, b ∈ E2. Поскольку E линейно связно, то точки a и b можно соеди-
нить путем γ : [α, β] �−→ Rn, след которого Γ содержится в E. Обозна-
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чим Γ1 = Γ ∩ E1, Γ2 = Γ ∩ E2, и пусть Δ1 = γ−1(Γ1), Δ2 = γ−1(Γ2).
Тогда Δ1 ∪ Δ2 = [α, β], множества Δ1 и Δ2 не пересекаются и непу-
сты поскольку непустыми являются множества Γ1 и Γ2. Поэтому хотя
бы одно из множеств Δ1,Δ2 содержит предельную точку другого. Пусть
t0 ∈ Δ1 – предельная точка для Δ2. Тогда существует последователь-
ность {tk} точек из Δ2, сходящаяся к t0. В силу непрерывности γ имеем
γ(tk) → γ(t0) (k → ∞). Но γ(t0) ∈ E1, а γ(tk) ∈ E2, и мы видим, что мно-
жество E1 содержит предельную точку множества E2, вопреки нашему
предположению.

Пример. Обозначим E = E1 ∪ E2, где

E1 =
{

(x, y) ∈ R2 : y = sin
1
x

, x �= 0
}

,

E2 = {(x, y) ∈ R2 : x = 0, −1 ≤ y ≤ 1}.
Тогда множество E связно, но не является линейно связным. Это означа-
ет, что утверждение, обратное доказанной выше теореме, неверно.
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функции

12.1 Линейные формы

Определение. Функция A : Rn �−→ R называется линейной, если
для любых x, y ∈ Rn и для любого числа α справедливы равенства

A(x + y) = A(x) + A(y),

A(αx) = αA(x).

Теорема. Каждая линейная функция равномерно непрерывна на Rn.

Доказательство. Пусть x = x1e1 + . . . + xnen ∈ Rn, где ei – векторы
стандартного ортогонального базиса. Тогда, в силу линейности,

Ax = A(x1e1 + . . . + xnen) = x1A(e1) + . . . + xnA(en).

Так как |xi| ≤ |x| (i = 1, . . . , n), то получаем

|Ax| ≤ |x1||Ae1| + . . . + |xn||Aen| ≤ K|x|,

где K =
∑n

i=1 |Aei|. Таким образом, для любого x ∈ Rn справедливо
неравенство |Ax| ≤ K|x|, а отсюда следует, что для любой пары точек
x′, x′′ ∈ Rn справедливо неравенство |A(x′) − A(x′′)| = |A(x′ − x′′)| ≤
K|x′ − x′′|. Отсюда следует равномерная непрерывность A.

Каждую действительную линейную функцию называют линейной фор-
мой. Во множестве всех линейных форм определим операции сложения и
умножения на действительное число с помощью равенств

(A + B)(x) = Ax + Bx, (αA)(x) = αA(x).
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Таким образом, для множества всех линейных форм выполнены аксио-
мы линейного пространства. При этом нулевой является форма, тожде-
ственно равная нулю, т. е. Ax = 0 (x ∈ Rn). Пространство всех линейных
форм на Rn называется пространством, сопряженным с пространством
Rn, и обозначается (Rn)∗.

Пусть A – линейная форма на Rn. Если x = x1e1+. . .+xnen, то, в силу
линейности, Ax = x1Ae1 + . . . + xnAen. Обозначим ai = Aei (i = 1, . . . , n).
Тогда получим

Ax = a1x
1 + . . . + anxn. (12.1)

Это означает, что каждая линейная форма удовлетворяет равенству (12.1).
Обратно, если заданы n действительных чисел a1, . . . , an и функция A

определена с помощью равенства (12.1), то эта функция будет линейной
формой на Rn. Таким образом, равенство (12.1) выражает общий вид ли-
нейной формы на Rn.

Пример линейной формы на R2 : A(x, y) = 2x−3y; на R3 : A(x, y, z) =

x + 3y − 4z. Функция A(x) = 2x + 1 не является линейной формой на R.

Напомним, что через πi обозначается функция на Rn, определяемая
равенством πi(x) = xi (i = 1, . . . , n).

В силу равенства (12.1) можем записать

Ax = a1x
1 + . . . + anxn = a1π

1(x) + . . . + anπn(x), x ∈ Rn.

Отсюда следует равенство

A = a1π
1 + . . . anπn. (12.2)

Таким образом, каждая линейная форма может быть представлена в ви-
де линейной комбинации функций πi (i = 1, . . . , n), которые также яв-
ляются линейными формами. В полученном разложении коэффициенты
ai = A(ei) (i = 1, . . . , n). Покажем, что π1, . . . , πn образуют в сопряженном
пространстве (Rn)∗ линейно независимую систему.

Действительно, пусть числа α1, . . . , αn таковы, что α1π
1 + . . .+αnπn =

0 – нулевая форма. Отсюда следует, что для любого x ∈ Rn справедливо
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равенство α1x
1 + . . . + αnxn = 0. В частности, если положим xi = αi, то

получим α2
1 + . . . + α2

n = 0. Отсюда получаем, что все числа αi = 0, что и
требовалось доказать.

Таким образом, система π1, . . . , πn линейно независима и каждый эле-
мент из (Rn)∗ выражается в виде линейной комбинации элементов этой
системы. Это означает, что система π1, . . . , πn является базисом в про-
странстве (Rn)∗ и это пространство n-мерно. Указанный базис называет-
ся стандартным базисом в (Rn)∗ или базисом, сопряженным (или дуаль-
ным) со стандартным базисом {e1, . . . , en} в Rn.

Вернемся к разложению (12.2). Заметим, что коэффициенты разложе-
ния (12.2) определяются однозначно и имеют вид ai = A(ei). Они явля-
ются координатами линейной формы A в стандартном базисе (Rn)∗:

x = x1e1 + . . . + xnen, A = a1π
1 + . . . + anπn.

Пусть A – линейная форма на Rn и A �= 0. Тогда образом Rn при
отображении A является R, т. е. вся числовая прямая. Поэтому уравнение
Ax = c имеет решение относительно x при любом действительном c.

Определение. Гиперплоскостью в Rn, определяемой линейной фор-
мой A, будем называть множество всех таких x ∈ Rn, для которых Ax = c,
где c – фиксированное действительное число.

Если c = 0, то соответствующая гиперплоскость проходит через нача-
ло координат. Такую гиперплоскость называют однородной.

Пример 1. При n = 2 гиперплоскости представляют собой прямые
в R2, а однородные гиперплоскости – прямые в R2, проходящие через
начало координат.

Пример 2. При n = 3 гиперплоскости представляют собой плоскости
в R3.

Пример 3. В общем случае линейная форма A задается равенством
Ax = a1x

1 + . . . + anxn и поэтому уравнение гиперплоскости в Rn имеет
вид a1x

1 + . . . + anxn = c.
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Замечание. Однородную гиперплоскость можно также определить
как (n − 1)-мерное подпространство пространства Rn. Действительно,
пусть задано (n − 1)-мерное подпространство H. Покажем, что оно яв-
ляется ядром некоторой ненулевой линейной формы. Так как H �= Rn,
то существует вектор u /∈ H. Если v1, . . . , vn−1 – базис в H, то систе-
ма v1, . . . , vn−1, u – базис в Rn. Это значит, что каждый вектор x ∈ Rn

однозначно представляется в виде

x = α1v1 + . . . + αn−1vn−1 + αu.

Положим A(x) = α. Очевидно, что A – линейная форма на Rn и что
H = {x ∈ Rn : A(x) = 0}.

Обратное утверждение предлагается доказать самостоятельно.

12.2 Производная

Пусть f – действительная функция, определенная на интервале (a, b) ⊂ R.
Производной функции f в точке x0 ∈ (a, b) мы называли предел

lim
h→0

f(x0 + h) − f(x0)
h

= f ′(x0). (12.3)

Функцию f называли дифференцируемой в точке x0, если

f(x0 + h) = f(x0) + Ah + o(h) (h → 0).

Ранее было показано, что дифференцируемость эквивалентна наличию
производной.

Определим линейную функцию на прямой равенством A(h) = f ′(x0)h

(h ∈ R). Тогда равенство (12.3) можно переписать в виде

lim
h→0

f(x0 + h) − f(x0) − A(h)
|h| = 0, (12.4)

а определение дифференцируемости можно сформулировать так: функ-
ция f дифференцируема в точке x0, если существует такая линейная
функция A, что выполняется равенство (12.4). В таком виде определение
дифференцируемости может быть перенесено на многомерный случай.



ò. 1. ñ. 293

12. Дифференцируемые функции 267

Определение. Пусть функция f : E �−→ R задана на некотором от-
крытом множестве E ⊂ Rn и точка x0 ∈ E. Функция f называется диф-
ференцируемой в точке x0 ∈ E, если существует такая линейная форма
A : Rn �−→ R, что выполняется равенство

lim
h→0

f(x0 + h) − f(x0) − A(h)
|h| = 0. (12.5)

Эта линейная форма A называется производной функции f в точке x0 и
обозначается f ′(x0). Ее называют также дифференциалом функции f в
точке x0 и обозначают df(x0).

Равенство (12.5) равносильно следующему соотношению:

f(x0 + h) = f(x0) + A(h) + r(h), (12.6)

где r(h)
|h| → 0 при h → 0. В этом случае пишут, что r(h) = o(h) и поэтому

вместо (12.6) можно записать

f(x0 + h) = f(x0) + A(h) + o(|h|). (12.7)

Если положить h = x − x0, то условие дифференцируемости (12.7)

можно переписать в следующем виде:

f(x) = f(x0) + A(x − x0) + o(|x − x0|). (12.8)

Обозначим λ(x) = f(x0) + A(x − x0). Функция λ достаточно хорошо
приближает функцию f вблизи точки x0. Эта функция λ является аф-
финной (аффинной называется функция вида λ(x) = A(x) + c, где A –
линейная форма, т. е. аффинная функция – это сдвиг линейной формы
на постоянную c).

Графиком функции f : E �−→ R (E ⊂ Rn) называется множество
точек (x1, . . . , xn, z) ∈ Rn+1, удовлетворяющих условию z = f(x1, . . . , xn),
где x ∈ E, а x1, . . . , xn – координаты вектора x.

Пусть Q – некоторое множество в Rm. Расстоянием от точки x0 до
множества Q называется число

d(x0, Q) = inf
y∈Q

|x0 − y|.
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Определение. Пусть функция f : E �−→ R, где открытое множество
E ⊂ Rn, и пусть Q – график функции f в Rn+1. Гиперплоскость H в Rn+1

называется касательной гиперплоскостью к графику функции f в точке
w0 = (x1

0, . . . , x
n
0 , z0), где z0 = f(x0), если эта гиперплоскость проходит

через точку w0 и выполнено условие

lim
w→w0, w∈H

d(w,Q)
|w − w0| = 0. (12.9)

Пусть функция f дифференцируема в точке x0, Q – график функции
f . Тогда выполнено соотношение

f(x) = f(x0) + A(x − x0) + o(|x − x0|).

Рассмотрим гиперплоскость H в Rn+1, определяемую уравнением z =

f(x0)+A(x−x0). Пусть w = (x1, . . . , xn, z) ∈ H. Оценим, используя (12.8),

d(w,Q) ≤ |f(x) − f(x0) − A(x − x0)| = o(|x − x0|).

Но из неравенства |x − x0| ≤ |w − w0| получаем, что выполнено соотно-
шение (12.9). Таким образом, если функция f дифференцируема в точке
x0, то в соответствующей точке w0 ее графика существует касательная
гиперплоскость. Эта гиперплоскость задается уравнением

z = f(x0) + A(x − x0),

где A = f ′(x0). В этом состоит геометрический смысл производной.

Следует понимать, что f ′ (x0) ≡ df (x0) – это единый символ, опреде-
ляющий линейную форму, т. е. производная – это не число, а линейная
форма. При этом функция f задана на некотором множестве E ⊂ Rn, а
f ′(x0), как и всякая линейная форма, определена на всем пространстве
Rn. В то же время для любого h ∈ Rn значение линейной формы f ′(x0)(h)

является действительным числом.

Согласно нашему обозначению, производная и дифференциал – одно
и то же понятие.
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Итак, мы получаем отображение x0 �−→ df(x0), которое каждой точке
x0 ∈ E ставит в соответствие линейную форму df(x0).

При n = 1 производной функции f в точке x0 мы называли число

a = lim
h→0

f(x0 + h) − f(x0)
h

.

Это равносильно тому, что

lim
h→0

f(x0 + h) − f(x0) − ah

h
= 0, (12.10)

а функция f называлась дифференцируемой в точке x0, если существует
такое число a, что выполнено равенство (12.10).

В многомерном случае для определения производной мы используем
линейную форму A. При n = 1 существует взаимно однозначное соот-
ветствие между множеством всех действительных чисел R и множеством
R∗ всех линейных форм на R. Это соответствие получим, если каждо-
му числу a ∈ R поставим в соответствие линейную функцию A(h) = ah.
Поэтому, используя вышесказанное, с точностью до изоморфизма можно
отождествлять множество всех линейных форм и множество всех дей-
ствительных чисел.

В одномерном случае часто различают понятие производной и диф-
ференциала. Именно, производной называется число a, его обозначают
f ′(x0), для которого справедливо равенство

f(x0 + h) − f(x0) = f ′(x0)h + o(h),

где первое слагаемое справа понимается как произведение двух чисел –
f ′(x0) и h. Дифференциалом же называют линейную функцию на R, кото-
рая действует по правилу A(h) = f ′(x0)h (h ∈ R). Эту линейную функцию
обозначают df(x0) и можно записать

f(x0 + h) − f(x0) = df(x0)h + o(h).

Здесь первое слагаемое справа понимается как значение линейной функ-
ции df(x0) в точке h. Его можно обозначить также df(x0)(h).
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Теорема 1 (о производной аффинной функции). Пусть f – дей-
ствительная аффинная функция на Rn, т. е. f(x) = Ax + c, где A – ли-
нейная форма, c – действительная постоянная, x ∈ Rn. Тогда функция
f дифференцируема в каждой точке x ∈ Rn и ее производная, или, что
то же самое, дифференциал, равна df(x) = A.

Доказательство. Поскольку форма A линейная, то

f(x + h) − f(x) = A(x + h) + c − (A(x) + c) = A(x + h) − A(x) = A(h).

Отсюда следует

lim
h→0

f(x + h) − f(x) − A(h)
|h| = 0,

и теорема доказана.

Замечание. В частном случае, если f(x) = c, где c – постоянная, то
df(x) = 0, где 0 – нулевая линейная форма.

Теорема 1 показывает, что производная аффинной функции для всех
точек x ∈ Rn имеет одно и то же значение A. Это является обобщеним
того факта, что в одномерном случае производная аффинной функции
постоянна, т. е. (αx + β)′ = α. С геометрической точки зрения графиком
аффинной функции является гиперплоскость и она же является касатель-
ной для самой себя.

Теорема 2 (о единственности дифференциала). Если f диффе-
ренцируема в точке x0, то ее дифференциал единственен.

Доказательство. Предположим, что существуют две линейные фор-
мы A1 и A2 на Rn такие что

lim
h→0

f(x0 + h) − f(x0) − Aih

|h| = 0 (i = 1, 2).

Тогда получаем

lim
h→0

A1(h) − A2(h)
|h| = 0.

Покажем, что отсюда следует равенство A1 = A2. Это будет означать,
что эти формы совпадают в каждой точке u. Итак, нужно доказать, что
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для любого u ∈ Rn справедливо равенство A1(u) = A2(u). Пусть u ∈ Rn,
u �= 0. Полагая h = tu, где действительное число t �= 0, получим, что

lim
t→0

A1(tu) − A2(tu)
|tu| = 0.

Можем считать, что t > 0. Тогда, пользуясь линейностью A1 и A2, полу-
чим

A1(u) − A2(u)
|u| = 0,

что и требовалось доказать.

Теорема 3. Если f дифференцируема в точке x0, то она непрерывна
в этой точке.

Доказательство. Из дифференцируемости f следует, что

f(x) = f(x0) + A(x − x0) + o(|x − x0|),

где A = df(x0) – линейная форма. Но поскольку линейная форма непре-
рывна в точке 0 и A(0) = 0, то при x → x0 два последних слагаемых
справа стремятся к нулю, так что получаем

lim
x→x0

f(x) = f(x0),

что и требовалось доказать.

Замечание. Из непрерывности функции не следует дифференцируе-
мость. Например, пусть f(x) = |x|, x ∈ Rn. Тогда из неравенства ||x′| −
|x′′|| ≤ |x′ − x′′| следует, что функция f равномерно непрерывна на всем
Rn. Покажем, что в точке x = 0 она не является дифференцируемой.

Действительно, предположим, что существует такая линейная форма
A, что

lim
h→0

f(h) − f(0) − A(h)
|h| = 0,

т. е.
lim
h→0

|h| − A(h)
|h| = 0.

Отсюда следует, что A(h)
|h| → 1 при h → 0. Если теперь вместо h взять −h,

то получим, что −A(h)
|h| → 1, или, что то же самое, A(h)

|h| → −1. Тем самым
мы пришли к противоречию с единственностью предела.
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Пример 1. Рассмотрим функцию f(x, y) = x2 + y2 в окрестности
точки (x0, y0). Имеем

f(x0 + h, y0 + k) − f(x0, y0) = (x0 + h)2 − (y0 + k)2 − x2
0 − y2

0 =

= 2x0h + 2y0k︸ ︷︷ ︸
линейная часть

+h2 + k2 = A(h, k) + r(h, k),

где A(h, k) = 2x0h+2y0k – линейная функция переменных h и k, r(h, k) =

h2 + k2 = o(
√

h2 + k2), поскольку r(h,k)√
h2+k2 → 0 при (h, k) → (0, 0). Тем

самым мы доказали дифференцируемость функции f в точке (x0, y0) по
определению.

Пример 2. Пусть

f(x, y) =

⎧⎨⎩
xy√

x2+y2
, x2 + y2 > 0,

0, x = y = 0.

В окрестности каждой точки, кроме начала координат, эта функция
является частным двух непрерывных функций и знаменатель отличен от
нуля, так что она непрерывна. Докажем, что f непрерывна и в точке (0, 0).
Для этого воспользуемся неравенством 2|xy| ≤ x2 + y2. Отсюда получим,
что |f(x, y)| ≤ 1

2

√
x2 + y2, а из этого неравенства вытекает, что

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0 = f(0, 0).

Итак, функция f непрерывна в каждой точке (x, y) ∈ R2.
Покажем, что она не является дифференцируемой в начале координат.

Предположим противное. Тогда справедливо равенство

hk√
h2 + k2

− αh − βk = o(
√

h2 + k2),

где α и β – действительные числа. Если положим k = 0, h �= 0, то полу-
чим, что −αh = o(|h|). Отсюда следует, что α = 0. Аналогично находим,
что β = 0. Таким образом, получаем равенство

hk√
h2 + k2

= o(
√

h2 + k2),
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или, поделив на
√

h2 + k2,

hk

h2 + k2
→ 0 ( (h, k) → (0, 0) ) .

Но это невозможно, ибо если взять h = k, то получим hk
h2+k2 = 1

2 , так что
приходим к противоречию.

12.3 Частные производные

Сначала рассмотрим пример. Пусть f(x, y) = x2 + y2. Производной по x

называется
∂f

∂x
(x, y) = 2x,

а производной по y –
∂f

∂y
(x, y) = 2y.

Полной производной, или дифференциалом, согласно примеру 1, будет
A(h, k) = 2xh + 2yk, A = df(x, y).

Определение. Пусть f : E �−→ R, где открытое множество E ⊂ Rn,
и точка x0 ∈ E. Если существует

lim
t→0

f(x0 + tei) − f(x0)
t

,

то этот предел называется i-й частной производной функции f по пере-
менной xi в точке x0 и обозначается одним из символов ∂f

∂xi (x0), Dif(x0),
f ′

xi(x0), f ′
i(x0).

В этом определении ei – i-й координатный вектор. Все его координаты
– нули, за исключением i-й, равной 1, а t �= 0 пробегает действительные
значения, близкие к нулю, так, чтобы точка x0 + tei оставалась во мно-
жестве E.

Можно записать
∂f

∂xi
(x0) = lim

t→0

f(x1
0, . . . , x

i
0 + t, . . . , xn

0 ) − f(x1
0, . . . , x

n
0 )

t
.

Эта запись показывает, что частную производную можно рассматривать
как производную функции f по переменной xi при фиксированных зна-
чениях всех остальных переменных. Точнее, ∂f

∂xi (x0) есть производная
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функции одного переменного g(ξ) = f(x1
0, . . . , x

i−1
0 , ξ, xi+1

0 , . . . , xn
0 ) в точке

ξ = xi
0.

Частная производная – это число, в отличие от производной f ′(x0),
которая называется также полной производной. Полная производная яв-
ляется линейной формой.

Теорема 4. Пусть f – действительная функция, заданная на от-
крытом множестве E ⊂ Rn. Если функция f дифференцируема в точке
x0 ∈ E, то в этой точке у нее существуют частные производные по
всем переменным. При этом справедливо равенство

f(x0 + h) − f(x0) =
∂f

∂x1
(x0)h1 + . . . +

∂f

∂xn
(x0)hn + o(|h|). (12.11)

Доказательство. Пусть A = df(x0). Тогда, по определению диффе-
ренцируемости,

f(x0 + h) − f(x0) = A(h) + o(|h|). (12.12)

Положим h = tei, где достаточно малое t �= 0. Тогда получим

f(x0 + tei) − f(x0) = tA(ei) + o(t).

Отсюда следует, что

f(x0 + tei) − f(x0)
t

→ A(ei) (t → 0).

Тем самым мы доказали, что существует ∂f
∂xi (x0) = A(ei). Заметим, что

A(h) = A(e1)h1 + . . . + A(en)hn,

и поэтому из (12.12) следует (12.11).

При доказательстве теоремы нами установлено соотношение

∂f

∂xi
(x0) = df(x0)ei (i = 1, . . . , n).

В правой его части записано значение линейной формы df(x0) на i-м
базисном векторе ei.
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Формулой

df(x0)h =
∂f

∂x1
(x0)h1 + . . . +

∂f

∂xn
(x0)hn (h ∈ Rn)

описывается дифференциал df(x0) как линейная форма. Заметим, что из
этой формулы вытекает равенство

df(x0) =
∂f

∂x1
(x0)π1 + . . . +

∂f

∂xn
(x0)πn,

где πi(h) – i-я проекция.
Таким образом, частные производные – это координаты полной про-

изводной или дифференциала в стандартном базисе π1, . . . , πn сопряжен-
ного пространства.

Пример 1. Пусть f(x, y) = x2 + y2. Как было установлено выше,
частные производные этой функции по переменным x и y соответственно
равны 2x и 2y. Вычислим значение дифференциала этой функции в точке
(1, 2) на векторе (−3, 5). Имеем

∂f

∂x
(1, 2) = 2,

∂f

∂y
(1, 2) = 4, df(1, 2)(−3, 5) = 2(−3) + 4 · 5 = 14.

Запишем разложение df(1, 2) по базисным линейным формам π1, π2 :

df(1, 2) = 2π1 + 4π2.

Это выражение полностью описывает дифференциал.

Пример 2. Рассмотрим функцию f(x) = |x|, x ∈ Rn. Покажем, что
в начале координат у нее нет ни одной частной производной. Действи-
тельно, например, f(x1, 0, . . . , 0) = |x1|, но, как хорошо известно, у этой
функции нет производной в нуле по переменной x1. Аналогично показы-
ваем, что в начале координат нет частных производных по остальным
переменным.

Рассмотрим геометрический смысл частной производной на примере
функции f(x, y) двух переменных. Сечением графика функции f(x, y)

плоскостью y = y0 есть некоторая кривая – график функции одного пе-
ременного f(x, y0). Касательная к этому графику в точке x = x0 образует
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некоторый угол α с положительным направлением оси Ox. Тангенс этого
угла tg α и есть частная производная функции f(x, y) по переменной x в
точке (x0, y0), т. е. tg α = ∂f

∂x (x0, y0).

Частные производные в точке (x0, y0) характеризуют поведение функ-
ции вблизи точки (x0, y0) вдоль прямых, параллельных координатным
осям. В случае n ≥ 2 из существования частных производных не следует
дифференцируемость функции. Например, пусть функция f(x, y) = 1, ес-
ли xy = 0, и f(x, y) = 0 во всех остальных точках (x, y). Тогда очевидно,
что ∂f

∂x (0, 0) = ∂f
∂y (0, 0) = 0, но, в то же время, функция f разрывна в точке

(0, 0) и, тем более, она не является дифференцируемой в этой точке.

Пример 1. Пусть

f(x, y) =

{
xy

x2+y2 , x2 + y2 > 0,

0, x2 + y2 = 0.

Если x2 + y2 > 0, то

∂f

∂x
(x, y) = y

x2 + y2 − 2x2

(x2 + y2)2
= y

y2 − x2

(x2 + y2)2
,

∂f

∂y
(x, y) = x

x2 − y2

(x2 + y2)2
.

Вычислим частные производные функции f в начале координат. Посколь-
ку f(x, 0) = 0, то ∂f

∂x (0, 0) = 0. Аналогично ∂f
∂y (0, 0) = 0. Таким образом,

частные производные функции f существуют во всех точках плоскости.
Однако эта функция разрывна в начале координат, поскольку на прямой
x = y �= 0 справедливо равенство f(x, x) = 1

2 . Это означает, что ее предел
не равен значению функции в точке (0, 0).

Итак, фукция f разрывна в начале координат, так что она не является
дифференцируемой в точке (0, 0).

Пример 2. Функция

f(x, y) =

⎧⎨⎩
xy√

x2+y2
, x2 + y2 > 0,

0, x2 + y2 = 0,

как было показано ранее, непрерывна во всех точках плоскости. Легко
видеть, что в каждой точке плоскости она имеет частные производные,
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однако, как было показано выше, в начале координат не является диф-
ференцируемой.

Определение. Пусть действительная функция f определена на от-
крытом множестве E ⊂ Rn. Предположим, что в каждой точке x ∈ E

существует частная производная ∂f
∂xi (x). Тогда получаем функцию x �−→

∂f
∂xi (x), определенную на множестве E, которая обозначается ∂f

∂xi и назы-
вается i-й частной производной.

Определение. Если функция f в каждой точке x множества E име-
ет все частные производные ∂f

∂xi и они непрерывны на множестве E то
функция f называется непрерывно дифференцируемой на этом множе-
стве. Через C1(E) обозначается класс всех непрерывно дифференцируе-
мых на множестве E функций.

Определение. Если функция f дифференцируема в каждой точке
множества E, то говорят, что f дифференцируема на множестве E.

Теорема. Пусть функция f принадлежит классу C1(E), где откры-
тое множество E ⊂ Rn. Тогда f дифференцируема на E.

Доказательство. Фиксируем x0 ∈ E. Поскольку множество E от-
крыто, то существует шар U0 с центром в этой точке, целиком содержа-
щийся в E. Пусть r – радиус этого шара и вектор h имеет длину |h| < r.
Обозначим xj = x0 +h1e1 + . . .+hjej (j = 1, . . . , n). Ясно, что xn = x0 +h.
Заметим, что все xj принадлежат шару U0. Действительно,

|x0 − xj | =

√√√√ j∑
i=1

(hi)2 ≤ |h| < r.

Поскольку шар – выпуклое множество, то каждый из отрезков [xj−1, xj ]

содержится в U0. Действительно, этот отрезок – это множество точек
x = (1 − t)xj−1 + txj , где 0 ≤ t ≤ 1, и мы получаем

|x0 − x| ≤ (1 − t)|x0 − xj−1| + t|x0 − xj | < r.



ò. 1. ñ. 304

278 Второй семестр

Воспользуемся равенством

f(x0 + h) − f(x0) =
n∑

j=1

[f(xj) − f(xj−1)]. (12.13)

Рассмотрим отдельно каждое из слагаемых в правой части. При фикси-
рованном j положим g(t) = f(xj−1 + tej)

(
0 ≤ t ≤ hj

)
. По определению

частной производной имеем

g′(t) =
∂f

∂xj
(xj−1 + tej).

По формуле Лагранжа получаем

f(xj) − f(xj−1) = g(hj) − g(0) = g′(τj)hj =
∂f

∂xj
(ξj)hj ,

где ξj = xj−1 + τjej – некоторая точка отрезка, соединяющего xj−1 и xj .
Имеем |x0 − ξj | ≤ |h|. Обозначим

αj(h) =
∂f

∂xj
(x0) − ∂f

∂xj
(ξj).

По условию все частные производные непрерывны в точке x0 и поэтому

lim
h→0

αj(h) = 0 (j = 1, . . . , n). (12.14)

В силу (12.13) имеем

f(x0 + h) − f(x0) =
n∑

j=1

∂f

∂xj
(ξj)hj =

=
n∑

j=1

∂f

∂xj
(x0)hj −

n∑
j=1

αj(h)hj = A(h) + ρ(h),

где

A(h) =
n∑

j=1

∂f

∂xj
(x0)hj , ρ(h) = −

n∑
j=1

αj(h)hj .

Итак, A является линейной формой аргумента h, а

|ρ(h)| ≤ |h|
n∑

j=1

|αj(h)| .
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Поэтому, в силу соотношений (12.14) получаем, что ρ(h)
|h| → 0 при h → 0.

Согласно определению дифференцируемости, теорема доказана.

Замечание. Из доказательства видно, что если функция имеет част-
ные производные в некоторой окрестности точки x0 и в этой точке все
они непрерывны, то функция дифференцируема в точке x0.

Следствие. Каждая функция класса C1 непрерывна.

Замечание. Непрерывность частных производных – только достаточ-
ное условие дифференцируемости. Оно не является необходимым.

Пример. Пусть

f(x) =

{
|x|2 sin 1

|x|2 , x �= 0,

0, x = 0.

Найдем частные производные

∂f

∂xi
(x) = 2xi sin

1
|x|2 − 2xi

|x|2 cos
1

|x|2 (x �= 0).

При x = 0 наша функция дифференцируема, т. к. f(h) − f(0) = f(h) =

o(|h|). Однако, как легко видеть, все частные производные разрывны в
точке x = 0.

12.4 Производная по направлению

Определение. Пусть f – действительная функция на открытом мно-
жестве E ⊂ Rn и v – единичный фиксированный вектор из Rn. Если
существует конечный предел

lim
t→0

f(x0 + tv) − f(x0)
t

,

то его называют производной функции f по направлению вектора v и
обозначают Dvf(x0), или ∂f

∂v (x0).

Если v = ei, то производная по направлению вектора v совпадает с i-й
частной производной функции f .
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Прямой, проходящей через точку x0 в направлении вектора v называ-
ется множество точек вида x = x0 + tv (−∞ < t < ∞). Производная по
направлению характеризует поведение функции вдоль этой прямой вбли-
зи точки x0. Из определения видно, что производная по направлению –
это производная функции одного переменного ϕ(t) = f(x0+tv), а именно,

Dvf(x0) = ϕ′(0).

Пример. Пусть

f(x, y) =

{
xy2

x2+y4 , x2 + y2 > 0,

0, x = y = 0.

Берем вектор с координатами (u, v), такой, что u2 + v2 = 1. Имеем

f(tu, tv) − f(0, 0)
t

=
t3uv2

(t2u2 + t4v4)t
=

uv2

u2 + t2v4
.

Если u �= 0, то предел при t → 0 этого разностного отношения равен
D(u,v)f(0, 0) = v2

u . Если же u = 0, то, очевидно, D(0,1)f(0, 0) = ∂f
∂y (0, 0) = 0.

Таким образом, у нашей функции в начале координат существуют
производные по любому направлению. Однако наша функция разрыв-
на в начале координат. Действительно, вдоль параболы x = y2 имеем
f(y2, y) = y4

y4+y4 = 1
2 , так что предела в начале координат функция не

имеет.

Теорема. Пусть действительная функция f на открытом множе-
стве E ⊂ Rn дифференцируема в точке x0 ∈ E. Тогда в этой точке
функция f имеет производные по направлению любого единичного век-
тора v = (v1, . . . , vn), причем справедливо равенство

Dvf(x0) = df(x0)v =
∂f

∂x1
(x0)v1 + . . . +

∂f

∂xn
(x0)vn. (12.15)

Доказательство. По определению дифференцируемости

f(x0 + h) − f(x0) = A(h) + o(|h|) (h → 0),
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где A = df(x0). Пусть v – единичный вектор. Положим h = tv и, в силу
линейности формы A, получим

f(x0 + tv) − f(x0) = tA(v) + o(t) (t → 0).

Отсюда, разделив на t обе части, будем иметь

lim
t→0

f(x0 + tv) − f(x0)
t

= A(v),

что и требовалось доказать.

Замечание. Равенство (12.15) справедливо в предположении, что
функция f дифференцируема. Если у функции f существуют частные
производные, то равенство

Dvf(x0) =
n∑

i=1

∂f

∂xi
(x0)vi

может и не выполняться. Например, для функции

f(x, y) =

{
xy2

x2+y2 , x2 + y2 > 0,

0, x = y = 0

из равенств f(0, y) = f(x, 0) = 0 следует, что обе частные производные в
начале координат

∂f

∂x
(0, 0) =

∂f

∂y
(0, 0) = 0.

Возьмем вектор v с координатами v =
(

1√
2
, 1√

2

)
и найдем производную

в начале координат по направлению v. Поскольку f
(

t√
2
, t√

2

)
= t

2
√

2
, то

Dvf(0, 0) = 1
2
√

2
. Ясно, что Dvf(0, 0) не является линейной комбинацией

частных производных и, следовательно, не вычисляется по общей фор-
муле

Dvf(x0) = df(x0)v =
∂f

∂x1
(x0)v1 + . . . +

∂f

∂xn
(x0)vn.

Определение. Если функция f в точке x0 имеет все частные произ-
водные, то вектор

∂f

∂x1
(x0)e1 + . . . +

∂f

∂xn
(x0)en
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называется градиентом функции f в этой точке и обозначается ∇f(x0)

или gradf(x0).

Итак, градиент – это вектор, координатами которого являются част-
ные производные. Если f дифференцируема в точке x0, то в этой точке
у нее существует градиент и справедливо равенство

df(x0)v = gradf(x0) · v.

В левой части этого равенства значение линейной формы на векторе v, а
справа – скалярное произведение двух векторов.

Ранее мы видели, что для любой линейной формы A ∈ (Rn)∗ суще-
ствует, и притом единственный, вектор a ∈ Rn, такой, что для каждого
x ∈ Rn справедливо равенство

Ax = a · x = a1x1 + . . . + anxn.

Этот вектор a имеет координаты ai = A(ei). Тем самым установлено вза-
имно однозначное соответствие между линейными формами и векторами.

Поставим теперь следующую задачу. Пусть функция f дифференци-
руема в точке x0, причем df(x0) �= 0, т. е. это ненулевая линейная форма.
Тогда и gradf(x0) �= 0. По какому направлению функция f возрастает
быстрее всего, т. е. по какому направлению v производная Dvf(x0) имеет
наибольшее значение?

Ранее мы видели, что

Dvf(x0) = df(x0)v = gradf(x0) · v.

Для любого единичного вектора v, в силу неравенства Коши, имеем

|Dvf(x0)| = |gradf(x0) · v| ≤ |gradf(x0)| .

Таким образом, справедливо неравенство

|Dvf(x0)| ≤ |gradf(x0)| .

Если же взять v0 = gradf(x0)
|gradf(x0)| , то получим

Dv0f(x0) = gradf(x0) · v0 = |gradf(x0)| .
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Итак, получили, что производная по направлению единичного вектора
v0, получающегося нормированием градиента, положительна и является
наибольшей из всех производных по различным направлениям в данной
точке. Это означает, что быстрее всего функция возрастает по направле-
нию градиента.

Пример. Пусть f(x, y) = x2 − xy + y2. Найдем в точке (1, 1) произ-
водную по направлению единичного вектора, образующего угол α с поло-
жительным направлением оси Ox, т. е. возьмем v = (cosα, sin α). Имеем
∂f
∂x = 2x−y, ∂f

∂y = 2y−x. Так как частные производные существуют всюду
и непрерывны, то функция f дифференцируема в точке (1, 1). Поэтому
производную по направлению v можно вычислить по формуле (12.15)

Dvf(1, 1) = cos α + sinα.

Поставим вопрос: для какого α функция возрастает быстрее всего?

Согласно вышесказанному, это – направление градиента, а поскольку
gradf(1, 1) = (1, 1), то направление наискорейшего роста функции указы-
вает вектор (1, 1), т. е. α = π

4 .

Другим способом на поставленный вопрос можно было бы ответить
так:

Dvf(1, 1) = cos α + sinα =
√

2 sin
(
α +

π

4

)
.

Отсюда видно, что наибольшее значение производная по направлению α

имеет в случае, когда α = π
4 .

Лемма. Пусть f – действительная функция на открытом множе-
стве E ⊂ Rn дифференцируема в каждой точке отрезка [a, a + h] ⊂ E.
Тогда функция ϕ(t) = f(a + th) (0 ≤ t ≤ 1) дифференцируема на отрезке
[0, 1] и ϕ′(t) = df(a + th)h.

Доказательство. Пусть t ∈ (0, 1). Тогда при достаточно малом δ, по
свойству дифференцируемости, имеем

ϕ(t+ δ)−ϕ(t) = f(a+(t+ δ)h)−f(a+ th) = A(δh)+o(|δh|) = δA(h)+o(δ),
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где A = df(a + th). Отсюда получаем

lim
δ→0

ϕ(t + δ) − ϕ(t)
δ

= A(h),

что и требовалось доказать.

Теорема о среднем. Пусть f – действительная функция на от-
крытом множестве E ⊂ Rn дифференцируема в каждой точке отрезка
[a, b], содержащегося в E. Тогда

f(b) − f(a) = df(ξ)(b − a),

где ξ – некоторая точка из [a, b].

Доказательство. По определению, отрезок [a, b] – это множество то-
чек вида x = (1 − t)a + tb (0 ≤ t ≤ 1). Обозначим ϕ(t) = f(a + th) (0 ≤
t ≤ 1, h = b − a). По предыдущей лемме, функция ϕ (одной перемен-
ной) дифференцируема в точке a + th и ϕ′(t) = df(a + th)h. По теореме
Лагранжа

f(b) − f(a) = ϕ(1) − ϕ(0) = ϕ′(τ),

где τ ∈ (0, 1). Обозначим ξ = a + τ(b − a). Тогда ξ ∈ [a, b] и ϕ′(τ) =

df(ξ)(b − a). Отсюда следует утверждение теоремы.

Замечание. Аналог теоремы Ролля для функций многих переменных
не имеет места. Точнее, можно сделать вывод о том, что в некоторой точке
ξ линейная форма df(ξ) обращается в нуль на векторе (b− a). Но отсюда
еще не следует, что df(ξ) – нулевая линейная форма.

Пример. Пусть f(x, y) = x + y. На прямой x + y = 1 наша функ-
ция принимает постоянное значение, равное 1. Поскольку f(x, y) – сама
линейная форма, то df (x0, y0) (x, y) = x + y. Но ясно, что эта линейная
форма не является нулевой.

Рассмотрим теперь вопрос о равенстве нулю дифференциала. Если
f(x) ≡ Const, то для любого x имеем df(x) = 0, где 0 – нулевая линейная
форма. Обратное, очевидно, неверно. Например, пусть B1 и B2 – непере-
секающиеся шары, E = B1∪E2, а функция f равна нулю на B1 и единице
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на B2. Тогда ясно, что для любого x ∈ E имеем df(x) = 0, но функция
не является постоянной на E. Такая ситуация оказалась возможной из-за
того, что множество E несвязно.

Теорема. Пусть f – действительная функция, дифференцируемая
на открытом связном множестве E. Если df(x) = 0 для всех x ∈ E, то
функция f постоянна на E.

Доказательство. Напомним, что множество E называется связным,
если его нельзя разбить на два непустых непересекающихся множества,
ни одно из которых не содержит предельных точек другого.

Фиксируем точку x0 ∈ E и обозначим A = {x ∈ E : f(x) = f(x0)}.
Множество A непусто, т. к. x0 ∈ A. Нужно доказать, что A = E, это и
будет означать, что функция f постоянна.

Предположим противное. Пусть B = E\A �= ∅. Множество B не может
содержать предельных точек множества A. Действительно, если бы точка
x ∈ B являлась предельной для A, то нашлась бы последовательность
{xν} точек из A, стремящаяся к x. Но тогда, в силу непрерывности f ,
получили бы, что f(xν) → f(x). Поскольку xν ∈ A, то f(xν) = f(x0), так
что f(x0) = f(x). Но это невозможно, поскольку x ∈ B. Итак, множество
B не содержит предельных точек множества A.

Теперь покажем, что A также не содержит предельных точек множе-
ства B. Пусть x ∈ A. Так как E открыто, то найдется шар Ux с центром
в точке x, содержащийся в E. Покажем, что этот шар содержится в A.
Это будет означать, что x не может быть предельной для множества B.

Возьмем произвольную точку y ∈ Ux и покажем, что f(y) = f(x) =

f(x0). Действительно, в силу выпуклости шара, отрезок [x, y] ⊂ Ux. По
теореме о среднем значении имеем f(y)− f(x) = df(ξ)(y−x). Но по усло-
вию правая часть равна нулю, а значит, f(y) = f(x), что и требовалось
доказать.

Таким образом, множество E окзалось разбитым на два непустых
непересекающихся множества, ни одно из которых не содержит предель-
ных точек другого. Это противоречит связности множества E, и тем са-
мым теорема доказана.
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12.5 Векторные функции действительного
переменного

Пусть (α, β) – интервал на действительной прямой, γ : (α, β) �−→ Rn –
функция на (α, β) со значениями в Rn, т. е. для любого t ∈ (α, β) зна-
чение γ(t) – n-мерный вектор. Такая функция γ называется векторной
функцией действительного переменного.

Пример. γ(t) = (cos t, sin t) (−∞ < t < ∞), γ : R �−→ R2.

Определение. Пусть точка t0 ∈ (α, β). Если существует

lim
t→t0

γ(t) − γ(t0)
t − t0

,

то его называют производной функции γ или производным вектором в
точке t0 и обозначают γ′(t0), dγ

dt (t0). В этом случае функцию γ называют
дифференцируемой в точке t0.

Из равенства

lim
t→t0

γ(t) − γ(t0)
t − t0

= γ′(t0)

следует, что
γ(t) − γ(t0) = γ′(t0)(t − t0) + o(t − t0).

Отсюда вытекает, что дифференцируемая в точке t0 функция является
непрерывной в этой точке.

Пусть
γ(t) = γ1(t)e1 + . . . + γn(t)en,

где γi – действительные функции действительного переменного. Тогда
получаем

γ(t) − γ(t0)
t − t0

=
γ1(t) − γ1(t0)

t − t0
e1 + . . . +

γn(t) − γn(t0)
t − t0

en.

Отсюда следует, что векторная функция дифференцируема в точке t0

тогда и только тогда, когда в этой точке дифференцируемы все ее ком-
поненты. При этом

dγ

dt
(t0) =

dγ1

dt
(t0)e1 + . . . +

dγn

dt
(t0)en,



ò. 1. ñ. 313

12. Дифференцируемые функции 287

т. е. компоненты производного вектора равны производным соответству-
ющих компонент векторной функции γ.

Пример. γ(t) = (cos t, sin t, t), dγ
dt (t) = (− sin t, cos t, 1).

Теорема (о производной сложной функции). Пусть f – дей-
ствительная функция на открытом множестве E ⊂ Rn, а γ – вектор-
ная функция действительного переменного, определенная на интервале
(α, β), значения которой содержатся во множестве E. Если γ диффе-
ренцируема в точке t0 ∈ (α, β), а функция f дифференцируема в соот-
ветствующей точке x0 = γ(t0), то сложная функция ϕ(t) = f(γ(t))

дифференцируема в точке t0, причем

ϕ′(t0) = df(γ(t0))γ′(t0),

где действительное число в правой части – значение линейной формы
df(γ(t0)) на векторе γ′(t0).

Доказательство. Обозначим A = df(x0). Тогда

f(x) − f(x0) = A(x − x0) + ε(x)|x − x0|,

где limx→x0 ε(x) = 0. В самой точке x0 функция ε(x) не определена, одна-
ко, доопределив ее в точке x0, положив ε(x0) = 0, получим непрерывную
в точке x0 функцию ε(x). Полагая x = γ(t), получим

f(γ(t)) − f(γ(t0)) = A[γ(t) − γ(t0)] + ε(γ(t))|γ(t) − γ(t0)|.

Разделим это равенство на t − t0. Тогда

ϕ(t) − ϕ(t0)
t − t0

= A

[
γ(t) − γ(t0)

t − t0

]
+ ρ(t),

где

ρ(t) = ε(γ(t))
|γ(t) − γ(t0)|

t − t0
.

При t → t0 имеем γ(t) → γ(t0), так что, в силу непрерывности функции
ε(x), получим ε(γ(t)) → 0 (t → t0). Далее, сомножитель |γ(t)−γ(t0)|

t−t0
огра-

ничен, поскольку его модуль стремится к |γ ′(t0)|. Следовательно, ρ(t) → 0

при t → t0.
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Далее, разностное отношение γ(t)−γ(t0)
t−t0

стремится к γ′(t0) при t → t0.

Но поскольку линейная форма A непрерывна, то A
(

γ(t)−γ(t0)
t−t0

)
стремится

к A(γ′(t0)) при t → t0. Окончательно получаем

ϕ′(t0) = A(γ′(t0)),

и теорема доказана.

В координатной записи получаем следующую формулу для производ-
ной сложной функции:

ϕ′(t0) =
∂f

∂x1
(γ(t0))

dγ1

dt
(t0) + . . . +

∂f

∂xn
(γ(t0))

dγn

dt
(t0).

Эта формула называется цепным правилом.

Замечание. Цепное правило справедливо только при условии диффе-
ренцируемости функции f . Одного существования частных производных
недостаточно.

Пример. Пусть

f(x, y) =

{
x2y

x2+y2 , x2 + y2 > 0,

0, x = y = 0.

Положим x = y = t и получим сложную функцию ϕ(t) = f(t, t) = t
2 .

В этом случае для любого t получим ϕ′(t) = 1
2 . В частности, ϕ′(0) = 1

2 .
Однако легко видеть, что

∂f

∂x
(0, 0) =

∂f

∂y
(0, 0) = 0,

так что цепное правило для этого примера нарушено. Это оказалось воз-
можным, поскольку функция f недифференцируема в начале координат.

12.6 Частные производные высших порядков

Пусть f – действительная функция на открытом множестве E ⊂ Rn.
Предположим, что на этом множестве у нее существует i-я частная про-
изводная. Это – тоже функция на E. Может оказаться, что и у этой функ-
ции существует частная производная, например, по переменной xj . Она
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называется частной производной функции f второго порядка и обознача-
ется

∂2f

∂xj∂xi
(x0) =

∂

∂xj

(
∂f

∂xi

)
(x0), f ′′

xixj (x0), Dijf(x0).

По индукции определяются частные производные любого порядка.
Частная производная порядка q, взятая по переменным xi1 , xi2 , . . . , xiq ,
в точке x0 обозначается

∂qf

∂xi1 . . . ∂xiq
(x0).

Если среди индексов i1, . . . iq имеются различные, то соответствующая
частная производная называется смешанной.

Пример. Пусть f(x, y) = x3y − 2xy2. Частные производные первого
порядка равны f ′

x = 3x2y − 2y2, f ′
y = x3 − 4xy. Частные производные

второго порядка равны f ′′
xx = f ′′

x2 = 6xy, f ′′
xy = 3x2 − 4xy, f ′′

yy = f ′′
y2 =

−4x, f ′′
yx = 3x2 − 4y.

Две различные смешанные производные оказались равными. Возни-
кает вопрос: всегда ли это так?

Пример функции, у которой смешанные производные раз-
личные. Пусть

f(x, y) =

{
xy x2−y2

x2+y2 , x2 + y2 > 0,

0, x = y = 0.

Найдем

f ′
x = y

[
x2 − y2

x2 + y2
+ x

2x(x2 + y2) − 2x(x2 − y2)
(x2 + y2)2

]
=

=
y

x2 + y2

(
x2 − y2 +

4x2y2

x2 + y2

) (
x2 + y2 > 0

)
,

f ′
x(0, 0) = 0 f ′′

xy(0, 0) = lim
y→0

f ′
x(0, y) − f ′

x(0, 0)
y

= −1 f ′′
yx(0, 0) = 1.

Итак, получили, что смешанные производные не равны между собой.

Теорема Шварца. Пусть f – действительная функция, определен-
ная в некоторой окрестности U точки x0 и имеющая всюду в этой
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окрестности частные производные ∂f
∂xi ,

∂f
∂xj , ∂2f

∂xi∂xj . Если смешанная
производная ∂2f

∂xi∂xj непрерывна в точке x0, то в этой точке существу-
ет и другая смешанная производная ∂2f

∂xj∂xi (x0), и при этом справедливо
равенство

∂2f

∂xj∂xi
(x0) =

∂2f

∂xi∂xj
(x0).

Доказательство. Достаточно доказать теорему для случая n = 2,
поскольку в ней по существу идет речь только о функциях двух перемен-
ных при фиксированных всех остальных. Итак, предположим, что задана
функция двух переменных f(x, y) и существуют f ′

x, f ′
y, f ′′

xy. Нужно до-
казать, что существует f ′′

yx(x0, y0) и она равна f ′′
xy(x0, y0).

Рассмотрим разностное отношение

Q(h) ≡ f ′
y(x0 + h, y0) − f ′

y(x0, y0)
h

.

Заметим, что при любом x

f ′
y(x, y0) = lim

μ→0

f(x, y0 + μ) − f(x, y0)
μ

.

Обозначим

ϕμ(x) ≡ f(x, y0 + μ) − f(x, y0)
μ

,

Q∗(h, μ) ≡ ϕμ(x0 + h) − ϕμ(x0)
h

.

Если h фиксировано, то

lim
μ→0

Q∗(h, μ) = Q(h).

Далее, пользуясь формулой конечных приращений, получаем

ϕμ(x0 + h) − ϕμ(x0)
h

=
dϕμ

dx
(x0 + θ1h) =

=
f ′

x(x0 + θ1h, y0 + μ) − f ′
x(x0 + θ1h, y0)

μ
.
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Теперь воспользуемся формулой конечных приращений по y и получим,
что последнее отношение равно

dϕμ

dx
(x0 + θ1h) =

f ′
x(x0 + θ1h, y0 + μ) − f ′

x(x0 + θ1h, y0)
μ

=

= f ′′
xy(x0 + θ1h, y0 + θ2μ),

где θ1, θ2 – величины, зависящие от h, μ и заключены в интервале (0, 1).
Итак, получили

Q∗(h, μ) = f ′′
xy(x0 + θ1h, y0 + θ2μ).

Но поскольку f ′′
xy непрерывна в точке (x0, y0) по условию, то получаем

Q∗(h, μ) = f ′′
xy(x0, y0) + ε(h, μ),

где ε(h, μ) → 0 при (h, μ) → (0, 0).
Зададим ε > 0 и найдем такое δ > 0, что при 0 < |h| < δ, 0 < |μ| < δ

справедливо неравенство |ε(h, μ)| < ε. Поэтому при указанных значениях
h, μ имеет место неравенство∣∣Q∗(h, μ) − f ′′

xy(x0, y0)
∣∣ < ε.

Теперь фиксируем h, 0 < |h| < δ, и μ устремляем к нулю. Тогда получим

|Q(h) − f ′′
xy(x0, y0)| ≤ ε.

Это означает, что limh→0 Q(h) = f ′′
xy(x0, y0). Отсюда следует справедли-

вость теоремы Шварца.

Определение. Пусть q – натуральное число. Действительная функ-
ция f , определенная на открытом множестве E ⊂ Rn, называется функци-
ей класса Cq на этом множестве, если она имеет все частные производные
до порядка q включительно, непрерывные на этом множестве.

Теорема. Если f – функция класса Cq на открытом множестве E ⊂
Rn, то значение любой смешанной производной порядка q не зависит от
последовательности, в которой выполняется дифференцирование.

Эта теорема доказывается с помощью теоремы Шварца по индукции.
Мы не будем приводить это доказательство.
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12.7 Формула Тейлора

В одномерном случае формула Тейлора с остатком в форме Лагранжа
содержится в следующей теореме.

Теорема. Пусть функция ϕ на отрезке [α, β] имеет непрерывные
производные до порядка q включительно, а на интервале (α, β) суще-
ствует производная порядка q + 1. Тогда справедливо равенство

ϕ(β) − ϕ(α) =

=
ϕ′(α)

1!
(β−α)+

ϕ′′(α)
2!

(β−α)2+. . .+
ϕ(q)(α)

q!
(β−α)q +

ϕ(q+1)(ξ)
(q + 1)!

(β−α)q+1,

где ξ – некоторая точка из интервала (α, β).

Аналог этой теоремы в многомерном случае имеет следующий вид.

Теорема. Пусть действительная функция f класса Cq+1 на откры-
том множестве E ⊂ Rn и пусть отрезок [a, a + h] ⊂ E. Тогда справед-
ливо равенство

f(a + h) − f(a) =

=
n∑

i=1

∂f

∂xi
(a)hi +

1
2!

n∑
i,j=1

∂2f

∂xi∂xj
(a)hihj + . . . +

+
1
q!

n∑
i1,...,iq=1

∂qf

∂xi1 . . . ∂xiq
(a)hi1 . . . hiq + Rq,

где

Rq =
1

(q + 1)!

n∑
i1,...,iq+1=1

∂q+1f

∂xi1 . . . ∂xiq+1
(a + θh)hi1 . . . hiq+1 ,

а θ – некоторое число из отрезка [0, 1].

Доказательство. Положим ϕ(t) = f(a + th) (0 ≤ t ≤ 1). Ранее бы-
ла доказана лемма, согласно которой функция ϕ дифференцируема и ее
производная

ϕ′(t) =
n∑

i=1

∂f

∂xi
(a + th)hi (0 ≤ t ≤ 1).
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Снова применяя эту лемму, получим

ϕ′′(t) =
n∑

i,j=1

∂2f

∂xi∂xj
(a + th)hihj .

По индукции получаем

ϕ(p)(t) =
n∑

i1,...,ip=1

∂pf

∂xi1 . . . ∂xip
(a + th)hi1 . . . hip (1 ≤ p ≤ q + 1).

Применяя теперь формулу Тейлора для функции ϕ, находим

ϕ(1) − ϕ(0) = ϕ′(0) +
1
2!

ϕ′′(0) + . . . +
1
q!

ϕ(q)(0) +
1

(q + 1)!
ϕ(q+1)(θ),

где 0 ≤ θ ≤ 1. Если воспользуемся найденными выражениями для произ-
водных функции ϕ и учтем, что ϕ(1)−ϕ(0) = f(a+h)− f(a), то получим
требуемое равенство.

12.8 Локальные экстремумы

12.8.1 Квадратичные формы

Определение.Квадратичной формой на Rn называется каждая функ-
ция вида

Q(h) =
n∑

i,j=1

aijh
ihj ,

где aij – дествительные числа. Матрица (aij) называется матрицей квад-
ратичной формы.

Будем считать, что aij = aji, т. е. что матрица (aij) симметрична.
Заметим, что квадратичная форма Q – это многочлен второго порядка
от n переменных h1, . . . , hn. Ясно, что для любого действительного числа t

Q(th) = t2Q(h).

Это свойство называется свойством однородности второго порядка.

Определение. Квадратичная форма Q называется положительно оп-
ределенной, если для любого h �= 0 справедливо неравенство Q(h) > 0.
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Аналогично, если для любого h �= 0 имеем Q(h) < 0, то такая квадра-
тичная форма Q называется отрицательно определенной.

Если квадратичная форма принимает как положительные, так и от-
рицательные значения, то она называется неопределенной.

Если Q(h) ≥ 0 для всех h, то форма называется положительно полу-
определенной, а если Q(h) ≤ 0 для всех h, то форма называется отрица-
тельно полуопределенной.

Квадратичная форма называется знакоопределенной, если она поло-
жительно определенная или отрицательно определенная.

Пример 1. Если Q(x1, x2) = (x1)2 + 2(x2)2, то для всех x1, x2, кроме
x1 = x2 = 0, имеем Q(x1, x2) > 0, т. е. эта квадратичная форма положи-
тельно определенная.

Пример 2. Для формы Q(x1, x2) = (x1)2−x1x2−(x2)2 имеем Q(1, 0) =

1, Q(0, 1) = −1, так что эта форма неопределенная.

Пример 3. Форма Q(x1, x2) = (x1)2 − 2x1x2 + (x2)2 положительно
полуопределенная, поскольку для любых x1, x2 имеем Q(x1, x2) ≥ 0, но
равенство Q(x1, x2) = 0 имеет место не только в точке x1 = x2 = 0, а в
каждой точке вида x1 = x2.

Пример 4. Форма Q(h) = (h1)2 + . . . + (hn)2 = |h|2, очевидно, поло-
жительно определенная.

Пример 5. Пусть Q(h) = (h1)2 + . . . + (hm)2, где m < n. Эта фор-
ма положительно полуопределенная, поскольку Q(h) ≥ 0, но при i > m

значение этой формы на стандартном векторе ei равно нулю.

Пример 6. Пусть Q(h) = (h1)2 + . . .+(hm)2−(hm+1)2− . . .−(hn)2, где
m < n. Тогда эта форма неопределенная, поскольку Q(ei) = 1 при i ≤ m

и Q(ei) = −1, если i > m.

Для любой квадратичной формы Q имеем

|Q(h)| ≤
n∑

i,j=1

|aij ||hi||hj | ≤ |h|2
n∑

i,j=1

|aij | ≡ K|h|2.
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Эта оценка показывает, что при h → 0 квадратичная форма стремится
к нулю. Если квадратичная форма знакоопределенная, то полученный
порядок стремления к нулю оказывается точным. Именно, справедлива

Лемма 1. Пусть Q – положительно определенная квадратичная
форма на Rn. Тогда существует такое положительное число λ, что

Q(h) ≥ λ|h|2 (h ∈ Rn) .

Доказательство. Обозначим через S единичную сферу в Rn, т. е.

S = {x ∈ Rn : |x| = 1}.

Легко видеть, что S – замкнутое и ограниченное множество и, следова-
тельно, компактное. Поэтому, по второй теореме Вейерштрасса, непре-
рывная функция Q достигает своего наименьшего значения, которое мы
обозначим через λ. Но на S форма Q принимет положительные значения,
так что λ > 0.

Итак, Q(x) ≥ λ (|x| = 1). Если теперь h – произвольный вектор из
Rn, то положим x = h

|h| . Тогда |x| = 1, т. е. x лежит на единичной сфере,
а поэтому Q(x) ≥ λ. Если вместо x подставим его значение, то получим
Q
(

h
|h|
)
≥ λ. Воспользовавшись свойством однородности второго порядка

для формы Q, имеем Q(h) ≥ λ|h|2.
Теперь займемся таким вопросом. Как по матрице коэффициентов

квадратичной формы судить о знакоопределенности этой формы? Рас-
смотрим подробно случай n = 2.

Пусть Q(h, k) = a11h
2 + 2a12hk + a22k

2. Предположим сначала, что
a11 �= 0. Тогда

Q(h, k) =
1

a11
(a2

11h
2 + 2a11a12hk + a11a22k

2) =
1

a11

[
(a11h + a12k)2 + Δk2

]
,

где

Δ = a11a22 − a2
12 =

∣∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣ .
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1). Если Δ > 0, то выражение в квадратных скобках положительно
для любых h и k, не равных одновременно нулю, т. е. Q(h, k) �= 0, причем
sign Q(h, k) = sign a11. В этом случае форма является знакоопределенной,
она сохраняет свой знак.

2). Рассмотрим случай Δ < 0. Пусть, например, k �= 0. Тогда вынося
за скобки k2 и обозначая t = h

k , получаем

Q(h, k) = k2
[
a11t

2 + 2a12t + a22

]
.

Если a11 �= 0, то в скобках имеем квадратный трехчлен относительно t.
Его дискриминант −4Δ > 0. Поэтому этот квадратный трехчлен имеет
различные действительные корни, а значит, принимает как положитель-
ные, так и отрицательные значения.

Если же a11 = 0, то a12 �= 0 (так как иначе получили бы, что Δ = 0).
Значит, в квадратных скобках линейный двучлен 2a12t + a22, который
также принимает как положительные, так и отрицательные значения.

Итак, если Δ < 0, то квадратичная форма Q является неопределенной.
3). Пусть Δ = 0. Если a11 �= 0, то получим

Q(h, k) =
1

a11
(a11h + a12k)2.

Если, например, a11 > 0, то всегда Q(h, k) ≥ 0, а при h = −a12k
a11

имеем
Q(h, k) = 0. Это означает, что существуют ненулевые векторы, на которых
форма обращается в нуль, и получаем, что форма полуопределена.

Если же a11 = 0, то в этом случае Δ = −a2
12. Значит a12 = 0 и Q(h, k) =

a22k
2. Это – тоже полуопределенная форма.
Итак, если Δ = 0, то форма полуопределенная.
Окончательно приходим к следующему выводу.

Лемма 2. Пусть

Q(h, k) = a11h
2 + 2a12hk + a22k

2 и Δ = a11a22 − a2
12.

Тогда:
1) если Δ > 0, то форма Q – знакоопределенная, причем signQ =

sign a11;
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2) если Δ < 0, то Q – неопределенная форма;
3) если Δ = 0, то Q – полуопределенная форма.

Определение. Пусть Q(h) =
∑n

i,j=1 aijh
ihj – квадратичная форма

на Rn с симметричной матрицей⎛⎜⎜⎜⎜⎝
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Миноры этой матрицы, расположенные в ее левом верхнем углу, назы-
ваются главными минорами, т. е. главные миноры – это

Δ1 = a11, Δ2 =

∣∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣ , . . . ,Δn =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1n

. . . . . . . . .

an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Критерий Сильвестра. Для того чтобы квадратичная форма Q

была положительно определенной, необходимо и достаточно, чтобы все
ее главные миноры были положительными.

Критерий отрицательной определенности.Для того чтобы квад-
ратичная форма Q была отрицательно определенной, необходимо и до-
статочно, чтобы были выполнены следующие условия: −Δ1 > 0, Δ2 >

0, . . . , (−1)nΔn > 0, т. е. главные миноры должны иметь чередующиеся
знаки, причем первый должен быть отрицательным.

Эти два критерия здесь мы доказывать не будем.

12.8.2 Экстремумы

Определение. Пусть f – действительная функция на открытом мно-
жестве E ⊂ Rn. Говорят, что f имеет локальный максимум в точке x0 ∈ E,
если существует такая окрестность U точки x0, что для всех x ∈ U вы-
полняется неравенство f(x) ≤ f(x0).

Локальный максимум называется строгим, если окрестность U можно
выбрать так, чтобы для всех x ∈ U , отличных от x0, было f(x) < f(x0).
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Аналогично определяется локальный минимум. Оба они объединяют-
ся под общим названием локального экстремума.

Теорема (необходимое условие экстремума дифференциру-
емой функции). Пусть f – действительная функция на открытом
множестве E ⊂ Rn. Если в точке x0 ∈ E функция f имеет локальный
экстремум и дифференцируема в этой точке, то

df(x0) = 0. (12.16)

Равенство нулю дифференциала равносильно тому, что все частные про-
изводные равны нулю, т. е.

∂f

∂xi
(x0) = 0 (i = 1, . . . , n). (12.17)

Доказательство. В одномерном случае это – теорема Ферма. Обо-
значим ϕ(t) = f(x0 + th), где h – произвольный вектор. Функция ϕ

определена при достаточно малых по модулю значениях t. Кроме того,
по теореме о производной сложной функции, она дифференцируема, и
ϕ′(t) = df(x0 + th)h.

Пусть f имеет локальный максимум в точке x0. Значит, функция ϕ

при t = 0 имеет локальный максимум и, по теореме Ферма, ϕ′(0) = 0.
Итак, мы получили, что df(x0) = 0, т. е. дифференциал функции f в

точке x0 равен нулю на любом векторе h.

Замечание.Напомним, что (12.16) равносильно (12.17). Действитель-
но, для дифференцируемой в точке x0 функции f выше мы показывали,
что из (12.17) следует (12.16).

Обратно, соотношение (12.16) означает, что df(x0)h = 0 для любого
h. Но это означает, что

∂f

∂x1
(x0)h1 + . . . +

∂f

∂xn
(x0)hn = 0,

и, полагая h = ei, получим, что ∂f
∂xi (x0) = 0, т. е. из (12.16) следует (12.17).

Равенство нулю дифференциала равносильно тому, что gradf(x0) = 0.
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Определение. Точки, в которых дифференциал равен нулю, т. е. та-
кие, в которых все частные производные равны нулю, называются стаци-
онарными. Критическими точками функции f называются такие точки,
в которых f недифференцируема, либо ее градиент равен нулю.

Если точка стационарная, то из этого еще не следует, что в этой точке
функция имеет экстремум.

Пример 1. Пусть f(x, y) = x3 + y3. Тогда

∂f

∂x
= 3x2,

∂f

∂x
= 3y2,

так что (0, 0) – стационарная точка, но в этой точке у функции нет экс-
тремума. Действительно, f(0, 0) = 0, но легко видеть, что в любой окрест-
ности точки (0, 0) функция принимает как положительные, так и отри-
цательные значения.

Пример 2. У функции f(x, y) = x2 − y2 начало координат – стацио-
нарная точка, но ясно, что экстремума в этой точке нет.

Теорема (достаточное условие экстремума). Пусть функция f

дважды непрерывно дифференцируема на открытом множестве E ⊂
Rn. Пусть x0 ∈ E – стационарная точка и

Qx0(h) ≡
n∑

i,j=1

∂2f

∂xi∂xj
(x0)hihj .

Тогда

1) если Qx0 – знакоопределенная квадратичная форма, то функция f

в точке x0 имеет локальный экстремум, а именно, минимум, если фор-
ма положительно определенная, и максимум, если форма отрицательно
определенная;

2) если квадратичная форма Qx0 неопределенная, то функция f в
точке x0 не имеет экстремума.

Доказательство. Воспользуемся разложением по формуле Тейлора.
Учитывая, что частные производные первого порядка в точке x0 равны
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нулю, получим

f(x0 + h) − f(x0) =
1
2

n∑
i,j=1

∂2f

∂xi∂xj
(x0 + θh)hihj ,

где 0 < θ < 1.
Обозначим aij = ∂2f

∂xi∂xj (x0). В силу теоремы Шварца, aij = aji. Обо-
значим

αij(h) =
∂2f

∂xi∂xj
(x0 + θh) − ∂2f

∂xi∂xj
(x0).

По предположению, все частные производные второго порядка непрерыв-
ны и поэтому

lim
h→0

αij(h) = 0. (12.18)

Получаем

f(x0 + h) − f(x0) =
1
2

⎡⎣Qx0(h) +
n∑

i,j=1

αij(h)hihj

⎤⎦ .

Обозначим

ε(h) =
1

|h|2
n∑

i,j=1

αij(h)hihj .

Тогда

|ε(h)| ≤
n∑

i,j=1

|αij(h)|

и, в силу соотношения (12.18), имеем ε(h) → 0 при h → 0. Окончательно
получаем

f(x0 + h) − f(x0) =
1
2
[
Qx0(h) + ε(h)|h|2] . (12.19)

Предположим, что Qx0 – положительно определенная форма. Соглас-
но лемме 1, существует такое положительное число λ, что Qx0(h) ≥ λ|h|2
при любом h. Поэтому

f(x0 + h) − f(x0) ≥ 1
2
|h|2(λ + ε(h)).

Так как λ > 0, а ε(h) → 0 при h → 0, то правая часть будет положительной
при любом векторе h достаточно малой длины.
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Итак, мы пришли к тому, что в некоторой окрестности точки x0 вы-
полнено неравенство f(x) > f(x0), если только x �= x0 (мы положили
x = x0 + h). Это означает, что в точке x0 функция имеет строгий локаль-
ный минимум, и тем самым доказана первая часть нашей теоремы.

Предположим теперь, что Qx0 – неопределенная форма. Тогда най-
дутся векторы h1, h2, такие, что Qx0(h1) = λ1 > 0, Qx0(h2) = λ2 < 0.
Возьмем в соотношении (12.19) h = th1 (t > 0). Тогда получим

f(x0 + th1) − f(x0) =
1
2
[
t2λ1 + t2|h1|2ε(th1)

]
=

1
2
t2
[
λ1 + |h1|2ε(th1)

]
.

При достаточно малых t > 0 правая часть положительна. Это означает,
что в любой окрестности точки x0 функция f принимает значения f(x),
большие, чем f(x0).

Аналогично получим, что в любой окрестности точки x0 функция f

принимает значения, меньшие, чем f(x0). Это, вместе с предыдущим,
означает, что в точке x0 функция f не имеет экстремума.

Рассмотрим частный случай этой теоремы для функции f(x, y) двух
переменных, определенной в некоторой окрестности точки (x0, y0) и име-
ющей в этой окрестности непрерывные частные производные первого и
второго порядков. Предположим, что (x0, y0) – стационарная точка, и
обозначим

a11 =
∂2f

∂x2
(x0, y0), a12 =

∂2f

∂x∂y
(x0, y0), a22 =

∂2f

∂y2
(x0, y0).

Тогда предыдущая теорема примет следующий вид.

Теорема. Пусть Δ = a11a22 − a2
12. Тогда:

1) если Δ > 0, то функция f имеет в точке (x0, y0) локальный экс-
тремум, а именно, минимум, если a11 > 0, и максимум, если a11 < 0;

2) если Δ < 0, то экстремума в точке (x0, y0) нет.

Как и в одномерном случае, при Δ = 0 экстремум может быть, а может
и не быть.
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Пусть E – открытое множество пространства Rn. Рассмотрим отоб-
ражение f : E �−→ Rm. Это означает, что точкам x ∈ E ставятся в
соответствие точки y ∈ Rm, где y = (y1, . . . , ym). Поэтому отображение f

можно записать как вектор f(x) = (f1(x), . . . , fm(x)), где x ∈ E.
Отображение f называется векторной функцией, а действительные

функции f i называются компонентами отображения f .

13.1 Линейные и аффинные отображения

Определение. Отображение A : Rn �−→ Rm называется линейным
отображением, если

1) A(x + y) = A(x) + A(y) для всех x, y ∈ Rn;

2) A(cx) = cA(x) для всех c ∈ R и x ∈ Rn.

Из свойства 2) следует, что A(0) = 0, где справа – нуль-вектор.
В пространстве Rn введем стандартный базис {e1, . . . , en}, а в про-

странстве Rm – базис {ε1, . . . , εm}. Так как ej ∈ Rn (j = 1, . . . , n), то к
нему можно применить отображение A. Обозначим через ai

j координаты
вектора A(ej) (j = 1, . . . , n). Тогда A(ej) =

∑m
i=1 ai

jεi (j = 1, . . . , n), и
можно составить матрицу, состоящую из m строк и n столбцов –⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a1
1 a1

2 . . . a1
n

a2
1 a2

2 . . . a2
n

. . . . . . . . . . . .

am
1 am

2 . . . am
n

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Ее будем называть матрицей линейного отображения A в соответствую-
щих стандартных базисах. Покажем, что эта матрица вполне определя-
ет линейное отображение A. Рассмотрим x ∈ Rn, x = (x1, . . . , xn), где
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x1, . . . , xn – координаты вектора x. Рассмотрим вектор y = A(x) с коор-
динатами y1, . . . , ym :

y = y1ε1 + . . . + ymεm.

Отсюда, в силу единственности разложения вектора y в стандартном ба-
зисе {ε1, . . . , εm}, получаем⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

y1 = x1a1
1 + x2a1

2 + . . . + xna1
n,

y2 = x1a2
1 + x2a2

2 + . . . + xna2
n,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ym = x1am
1 + x2am

2 + . . . + xnam
n .

Это можно трактовать так, что каждой точке x ∈ Rn поставлено в со-
ответствие действительное yi (i = 1, . . . ,m), а в системе получим линей-
ные формы, которые являются компонентами линейного отображения A.
Координаты линейного отображения определяются следующим образом:
A = (A1, . . . , Am), где Ai (i = 1, . . . ,m) – линейные формы.

Пусть задано линейное отображение A : Rn �−→ Rm.

Определение. Нормой линейного отображения A называется верх-
няя грань норм значений векторной функции A, рассматриваемой на еди-
ничном шаре с центром в начале координат в пространстве Rn, т. е.

‖A‖ = sup
|x|≤1

|A(x)|.

Теорема. Пусть A : Rn �−→ Rm. Тогда для любого x ∈ Rn имеет
место неравенство

|A(x)| ≤ ‖A‖ · |x|.

Доказательство. При x = 0 утверждение теоремы очевидно. Пусть
x ∈ Rn, x �= 0. Введем в рассмотрение вектор z = x

|x| . Тогда z ∈ Rn, |z| = 1
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и, в силу определения нормы, имеем |A(z)| ≤ ‖A‖. Отсюда, в силу линей-
ности A, получаем

|A(z)| =
∣∣∣∣A(

x

|x|
)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1
|x|A(x)

∣∣∣∣ =
|A(x)|
|x| ≤ ‖A‖.

Поэтому |A(x)| ≤ ‖A‖ · |x| и теорема доказана.

Обозначим r = ‖A‖. Тогда с геометрической точки зрения число r –
это максимальное расстояние от начала координат до точек области из
Rm, в которую отображает A единичный шар из пространства Rn.

Теорема. Пусть A : Rn �−→ Rm. Тогда ‖A‖ < +∞ (т. е. норма
конечна), а A равномерно непрерывна на Rn.

Доказательство. Возьмем x = x1e1 + . . . xnen ∈ Rn, |x| ≤ 1, где
|x| =

√
(x1)2 + . . . (xn)2. Тогда |xj | ≤ |x| (j = 1, . . . , n) и

A(x) = x1A(e1) + . . . + xnA(en).

Отсюда следует

|A(x)| ≤
n∑

j=1

|xj | · |A(ej)|.

Так как |xj | ≤ |x| и |x| ≤ 1, то |xj | ≤ 1 и

|A(x)| ≤
n∑

j=1

|A(ej)|.

Итак, совокупность всех значений |A(x)|, где x пробегает единичный шар
в Rn, ограниченное множество. По определению нормы, верхняя грань
этих значений и есть ‖A‖. Поэтому получаем ‖A‖ ≤ ∑n

j=1 |A(ej)|, откуда
следует, что ‖A‖ < +∞.

Для доказательства равномерной непрерывности возьмем x, y ∈ Rn.
Пользуясь линейностью A и предыдущей теоремой, получим

|A(x) − A(y)| = |A(x − y)| ≤ ‖A‖ · |x − y|.

Зафиксируем ε > 0 и положим δ = ε
‖A‖ . Тогда неравенство |x − y| < δ

влечет
|A(x) − A(y)| ≤ ‖A‖ · ε

‖A‖ = ε,
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т. е. отображение A равномерно непрерывно на Rn.

Композиция линейных отображений.

Пусть линейные отображения A : Rn �−→ Rm, B : Rm �−→ Rk. Тогда
композиция C : Rn �−→ Rk определяется равенством C(x) = (B ◦A)(x) =

B(A(x)), где x ∈ Rn.

Покажем, что C – линейное отображение. Пусть x, y ∈ Rn, α ∈ R.
Тогда, в силу линейности отображений A и B, получим

C(x+y) = B(A(x+y)) = B(A(x)+A(y)) = B(A(x))+B(A(y)) = C(x)+C(y),

C(αx) = B(A(αx)) = B(α(x)) = αB(A(x)) = αC(x),

так что отображение C линейно.

Легко проверить, что матрицей линейного отображения C является
произведение матриц отображений B и A.

Аффинное отображение.

Пусть задано линейное отображение A : Rn �−→ Rm. Зафиксируем
вектор y0 ∈ Rm и рассмотрим отображение H : Rn �−→ Rm, определяемое
равенством H(x) = A(x) + y0, x ∈ Rn. Такое отображение H называется
аффинным отображением из Rn в Rm.

13.2 Дифференцируемые отображения

Пусть задано открытое множество E ⊂ Rn и отображение f : E �−→ Rm.
Выберем точку x0 ∈ E.

Определение.Отображение f называется дифференцируемым в точ-
ке x0, если существует такое линейное отображение A : Rn �−→ Rm, что
выполнено равенство

lim
h→0

|f(x0 + h) − f(x0) − A(h)|
|h| = 0,

где векторы h ∈ Rn. При этом линейное отображение A называется про-
изводной отображения f в точке x0 и обозначается f ′(x0) или Df(x0).
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Если обозначим f(x0 +h)−f(x0)−A(h) = r(h), то данное определение
можно записать в виде равенства

f(x0 + h) = A(h) + f(x0) + r(h),

где

lim
h→0

|r(h)|
|h| = 0,

т. е. |r(h)| = o(|h|) при h → 0. Последнее означает, что норма вектора
r(h) ∈ Rm имеет порядок малости выше, чем норма вектора h ∈ Rn.

Обозначая x = x0 + h, определение дифференцируемости перепишем
в виде

f(x) = A(x − x0) + f(x0) + r(x − x0),

где |r(x − x0)| = o(|x − x0|) (x → x0). Это означает, что f(x) = H(x −
x0) + r(x− x0), где H : Rn �−→ Rm – аффинное отображение вида H(t) =

A(t) + f(x0), а A = f ′(x0).

Замечание. Если отображение f линейное, то f ′(x0) = f . Действи-
тельно, по свойству линейности f получаем

f(x0 + h) = f(x0) + f(h),

т. е. A(h) = f(h), или, что то же самое, A совпадает с f и r(h) = 0. Это
можно записать так: A = f ′(x0) = f .

Теорема. Пусть открытое множество E ⊂ Rn и отображение f :

E �−→ Rm дифференцируемо в точке x0 ∈ E. Тогда вектор-функция f

непрерывна в точке x0.

Доказательство. Из дифференцируемости отображения f в точке
x0 следует, что

f(x0 + h) = f(x0) + A(h) + r(h),

где limh→0
|r(h)|
|h| = 0, или |r(h)| = α(h) · |h| и limh→0 α(h) = 0. Далее, в

силу непрерывности линейного отображения A в точке h0 = 0, получаем

lim
h→0

A(h) = A(0) = 0.
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Таким образом,
lim
h→0

f(x0 + h) = f(x0),

а это и означает непрерывность f в точке x0.

Заметим, что из непрерывности отображения f не следует его диффе-
ренцируемость.

Теорема. Пусть открытое множество E ⊂ Rn и отображение f :

E �−→ Rm дифференцируемо в точке x0 ∈ E. Тогда производная f ′(x0)

единственна.
Доказательство. Предположим противное. Пусть существуют два

различных линейных отображения Ai : Rn �−→ Rm (i = 1, 2), такие, что

lim
h→0

|f(x0 + h) − f(x0) − Ai(h)|
|h| = 0 (i = 1, 2).

Тогда из этих соотношений следует, что

lim
h→0

|A1(h) − A2(h)|
|h| = 0.

Возьмем произвольный вектор ν ∈ Rn и положим h = tν. Тогда h → 0

при t → 0, и поэтому, используя линейность отображений A1 и A2, имеем

lim
t→0

|A1(tν) − A2(tν)|
|tν| = lim

t→0

|tA1(ν) − tA2(ν)|
|tν| =

= lim
t→0

|t| · |A1(ν) − A2(ν)|
|t| · |ν| =

|A1(ν) − A2(ν)|
|ν| = 0.

Итак, A1(ν) = A2(ν). Поскольку вектор ν – произвольный, то отображе-
ния A1 и A2 равны.

Теперь установим связь между производной отображения и производ-
ными компонент этого отбражения.

Пусть отображение f : E �−→ Rm, где открытое множество E ⊂ Rn.
Предположим, что f дифференцируемо в точке x0 ∈ E и его производная
f ′(x0) = Df(x0). С другой стороны, отображение f определяется своими
компонентами f = (f1, . . . , fm). Покажем, что каждая из компонент f i

дифференцируема, и обратно.
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Теорема. Пусть отображение f : E �−→ Rm, f = (f1, . . . , fm) задано
на открытом множестве E ⊂ Rn. Отображение f дифференцируемо в
точке x0 ∈ E тогда и только тогда, когда дифференцируемы все компо-
ненты этого отображения, т. е. функции f i, и при этом справедливо
равенство

Df(x0) = (df1(x0), . . . ,dfm(x0)).

Доказательство. Необходимость. Дифференцируемость отобра-
жения f в точке x0 означает, что существует такое линейное отображение
A, что выполнено соотношение

lim
h→0

|f(x0 + h) − f(x0) − A(h)|
|h| = 0.

Под знаком предела имеем отношение длин векторов. Но поскольку мо-
дуль каждой координаты вектора не превосходит длины этого вектора,
то отсюда получаем

lim
h→0

|f i(x0 + h) − f i(x0) − Ai(h)|
|h| = 0 (i = 1, . . . ,m).

Это означает, что существуют линейные формы Ai, которые и будут про-
изводными действительных функций f i в точке x0, и Ai = df i(x0).

Достаточность. Пусть каждая f i дифференцируема в точке x0. Это
означает, что существуют линейные формы Ai, для которых выполняются
равенства

lim
h→0

|f i(x0 + h) − f i(x0) − Ai(h)|
|h| = 0 (i = 1, . . . ,m).

Если мы возьмем линейное отображение A, компонентами которого яв-
ляются Ai, т. е. A = (A1, . . . , Am), то получим равенство

lim
h→0

|f(x0 + h) − f(x0) − A(h)|
|h| = 0.

Это означает, что f дифференцируемо в точке x0, и A – производная
отображения f , причем Ai = df i(x0).
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Определение. Отбражение f : E �−→ Rm, заданное на открытом
множестве E ⊂ Rn, называется дифференцируемым на этом множестве,
если оно дифференцируемо в каждой точке множества E.

Отображение f называется отображением класса C1 на множестве E,
если все его компоненты f i принадлежат классу C1, т. е. функции f i(x)

имеют непрерывные частные производные ∂fi

∂xj на множестве E по всем
переменным.

Теорема. Если отображение f : E �−→ Rm принадлежит классу C1

на множестве E ⊂ Rn, то оно дифференцируемо на этом множестве.
Доказательство. По данному выше определению, все компоненты

f i отображения f имеют непрерывные частные производные, т. е. f i ∈
C1(E)(i = 1, . . . ,m). Как было доказано ранее, отсюда следует, что функ-
ция f i дифференцируема. Но если каждая компонента отображения f

дифференцируема, то, как показано в предыдущей теореме, дифферен-
цируемо и само отображение f .

13.3 Матрица Якоби

Пусть отображение f : E �−→ Rm (E ⊂ Rn) дифференцируемо в точке
x0 ∈ E. Это означает, что существует такое линейное отображение A :

Rn �−→ Rm, что выполнено равенство

lim
h→0

|f(x0 + h) − f(x0) − A(h)|
|h| = 0.

Определение. Матрица линейного отображения A называется мат-
рицей Якоби отображения f .

Матрица линейного отображения имеет вид⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a1
1 a1

2 . . . a1
n

a2
1 a2

2 . . . a2
n

. . . . . . . . . . . .

am
1 am

2 . . . am
n

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.
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В этой матрице i-я строка состоит из чисел Ai(e1), . . . , Ai(en), где Ai (i =

1, . . . ,m) – компоненты линейного отображения A, а ej (j = 1, . . . , n) –
базисные векторы в пространстве Rn.

Отображение A можно представить в виде A = (A1, . . . , Am), где Ai =

df i(x0) – линейная форма, которую ранее мы назвали производной ком-
поненты f i в точке x0.

Ранее мы показывали, что производная действительной функции f i :

E �−→ R (E ⊂ Rn) в точке x0 ∈ E – это линейная форма, компонентами
которой являются частные производные функции f i в точке x0, т. е.

df i(x0) =
(

∂f i

∂x1
(x0), . . . ,

∂f i

∂xn
(x0)

)
.

Значением этой линейной формы на векторе ej будет

df i(x0)(ej) =
∂f i

∂xj
(x0).

Итак, компоненты матрицы ai
j = Ai(ej) = df i(x0)(ej) = ∂fi

∂xj (x0). Та-
ким образом, матрицу Якоби можно переписать в следующем виде:⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

∂f1

∂x1 (x0) ∂f1

∂x2 (x0) . . . ∂f1

∂xn (x0)

∂f2

∂x1 (x0) ∂f2

∂x2 (x0) . . . ∂f2

∂xn (x0)

. . . . . . . . . . . .
∂fm

∂x1 (x0) ∂fm

∂x2 (x0) . . . ∂fm

∂xn (x0)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Другими словами, производная отображения f задается матрицей Якоби,
у которой компонентами являются частные производные всех компонент
отображения f по всем переменным.

Если m = n, то получаем квадратную матрицу, определитель которой
называется определителем Якоби или якобианом Jf(x0) и обозначается

Jf(x0) =
∂(f1, . . . , fn)
∂(x1, . . . , xn)

(x0) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂f1

∂x1 (x0) ∂f1

∂x2 (x0) . . . ∂f1

∂xn (x0)

∂f2

∂x1 (x0) ∂f2

∂x2 (x0) . . . ∂f2

∂xn (x0)

. . . . . . . . . . . .
∂fn

∂x1 (x0) ∂fn

∂x2 (x0) . . . ∂fn

∂xn (x0)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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Замечание. Если все частные производные непрерывны, то и сам
оределитель Якоби является непрерывной функцией. Это очевидно.

13.4 Производная сложной функции

Пусть g – отображение открытого множества E ⊂ Rn в открытое мно-
жество N ⊂ Rm, а f : N �−→ Rp. Тогда можно рассматривать сложную
функцию F : E �−→ Rp, F (x) = f(g(x)) (x ∈ E). Ее называют композици-
ей F = f ◦ g.

Теорема. Пусть отображение g дифференцируемо в точке x0 ∈ E,
а отображение f дифференцируемо в соответствующей точке y0 =

g(x0) ∈ N . Тогда композиция F = f ◦ g дифференцируема в точке x0

и справедливо равенство

F ′(x0) = f ′(y0)g′(x0). (13.1)

Доказательство. Обозначим A = f ′(y0), B = g′(x0). При достаточ-
но малой длине вектора k вектор y0 + k ∈ N и справедливо равенство

f(y0 + k) − f(y0) = A(k) + α(k)|k|,

где

lim
k→0

α(k) = 0 (α(0) = 0). (13.2)

(Заметим, что N – открытое множество, и поэтому y0 + k ∈ N при до-
статочно малых по длине векторах k.) Если вектор h достаточно мал, то
x0 + h ∈ E. Положим k ≡ k(h) = g(x0 + h) − g(x0). Тогда f(y0 + k) =

f(g(x0 + h)) = F (x0 + h) и получаем

F (x0 + h) − F (x0) = A(k(h)) + α(k(h))|k(h)|, (13.3)

где

k(h) = B(h) + β(h)|h|
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по свойству дифференцируемости отображения g, и limh→0 β(h) = 0. Под-
ставив это в равенство (13.3), получаем

F (x0 + h) − F (x0) = A(B(h)) + r(h),

где

r(h) = A(β(h)|h|) + α(k(h))|k(h)|.

По определению производной, нужно доказать, что

lim
h→0

|r(h)|
|h| = 0,

и тем самым теорема будет доказана.
Пусть r1(h) = A(β(h)|h|). Тогда, в силу линейности отображения A,

|r1(h)|
|h| = |A(β(h))| ≤ ‖A‖ · |β(h)|.

Но правая часть стремится к нулю при h → 0, и поэтому получаем, что

lim
h→0

|r1(h)|
|h| = 0.

Теперь положим r2(h) = α(k(h))|k(h)|. Воспользуемся неравенством

|k(h)| ≤ |B(h)| + |h| · |β(h)| ≤ [‖B‖ + |β(h)|] · |h|,

откуда
|r2(h)|
|h| ≤ (‖B‖ + |β(h)|) |α(k(h))| .

Первый множитель справа ограничен при достаточно малых h, а второй
множитель справа стремится к нулю при h → 0 в силу (13.2).

Таким образом, |r(h)|
|h| ≤ |r1(h)|

|h| + |r2(h)|
|h| стремится к нулю при h → 0, и

теорема доказана.

Замечание. В правой части равенства (13.1) мы имеем композицию
линейных отображений f ′(y0) и g′(x0). Поэтому доказанную теорему мож-
но сформулировать так: производная композиции равна композиции про-
изводных.
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Цепное правило.
Пусть z = f(y1, . . . , ym) – действительная функция. Если положить

yi = gi(x) (i = 1, . . . ,m), то получим z = f(g1(x), . . . , gm(x)), и тогда,
согласно правилу дифференцирования сложной функции,

dz

dx
=

∂f

∂y1

dg1

dx
+ . . . +

∂f

∂ym

dgm

dx
.

Положим теперь yi = gi(x1, . . . , xn) (i = 1, . . . ,m) и получим сложную
функцию z = f(g1(x1, . . . , xn), . . . , gm(x1, . . . , xn)). Если воспользоваться
упомянутым только что правилом дифференцирования сложной функ-
ции, то получим

∂z

∂xi
=

∂f

∂y1

∂g1

∂xi
+ . . . +

∂f

∂ym

∂gm

∂xi
(i = 1, . . . , n).

Это равенство называется цепным правилом.
Цепное правило можно вывести также из только что доказанной тео-

ремы. Действительно, положим в теореме p = 1, т. е. рассмотрим случай,
когда f – действительная функция. Тогда F : E �−→ R – действительная
функция. Из соотношения (13.1) видно, что матрица производной F ′(x0)

равна произведению матриц f ′(y0) и g′(x0). В векторной форме это можно
записать так: (

∂F

∂x1
(x0), . . . ,

∂F

∂xn
(x0)

)
=

=
(

∂f

∂y1
(y0), . . . ,

∂f

∂ym
(y0)

)
·

⎛⎜⎜⎜⎝
∂g1
∂x1 (x0) . . . ∂g1

∂xn (x0)

. . . . . . . . .
∂gm

∂x1 (x0) . . . ∂gm

∂xn (x0)

⎞⎟⎟⎟⎠ .

В частности,

∂F

∂xi
=

∂f

∂y1

∂g1

∂xi
+ . . . +

∂f

∂ym

∂gm

∂xi
(i = 1, . . . , n),

и тем самым снова получаем цепное правило.
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13.5 Теорема об обратной функции

Пусть f – отображение множества X во множество Y . Если различ-
ным элементам x1, x2 ∈ X соответствуют также различные образы f(x1),
f(x2) ∈ Y , то отображение f называется взаимно однозначным. Если
отображение f взаимно однозначно и каждый элемент y ∈ Y является
образом некоторого элемента x ∈ X, т. е. y = f(x), то такое отображение
называется биективным, или биекцией множества X на множество Y .

Пусть f – биективное отображение X на Y . Каждому элементу y ∈ Y

поставим в соответствие тот единственный элемент x ∈ X, для которого
y = f(x), т. е. образом которого он служит при отображении f . Тогда
получим отображение множества Y на X. Его мы назовем обратным к
отображению f и будем обозначать через f−1. Очевидно, что f−1 – также
биективное отображение.

Обратимость линейных отображений.

Если существует биективное линейное отображение пространства Rn

на пространство Rm, то n = m. Это следует из того, что при биективном
линейном отображении линейно независимая система переходит в линей-
но независимую систему. Ясно, что обратное отображение также является
линейным. Таким образом, получаем следующее утверждение.

Теорема. Линейное отображение A : Rn �−→ Rn обратимо тогда и
только тогда, когда его определитель отличен от нуля.

Пусть отображение f : E �−→ A, где множества E,A ⊂ Rn. Предполо-
жим, что это отображение биективно. Тогда оно обратимо. Рассмотрим
задачу нахождения обратного отображения. По существу эта задача сво-
дится к решению системы уравнений⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

y1 = f1(x1, . . . , xn),

. . . . . . . . .

yn = fn(x1, . . . , xn)

относительно переменных x1, . . . , xn. Ясно, что в явном виде это не всегда
возможно. Мы будем говорить о свойствах обратного отображения.
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В одномерном случае нами ранее были доказаны следующие две тео-
ремы, устанавливающие свойства обратной функции.

Теорема об обратной функции. Если функция f непрерывна и
строго возрастает на отрезке [a, b], то обратная функция строго воз-
растает и непрерывна на отрезке [f(a), f(b)].

Заметим, что из дифференцируемости функции не следует диффе-
ренцируемость обратной функции. Например, функция f(x) = x3 (x ∈
[−1, 1]) удовлетворяет условиям предыдущей теоремы, дифференциру-
ема, но обратная функция f−1(y) = 3

√
y недифференцируема в точке

y = 0. Следующая теорема содержит условие дифференцируемости об-
ратной функции.

Теорема. Если функция f дифференцируема на отрезке [a, b] и f ′(x) �=
0 для всех x ∈ [a, b], то f строго монотонна, функция f−1 дифференци-
руема на [f(a), f(b)], и справедливо равенство

(
f−1

)′
(y) =

1
f ′(x)

,

где y = f(x), x = f−1(y).

Пусть отображение f : X �−→ Y и множество E ⊂ X. Если рассмат-
ривать это отображение только на множестве E, т. е. такое, которое каж-
дому x ∈ E ставит в соответствие f(x), то такое отображение называется
сужением f на E и обозначается f |E.

Центральное место в данном параграфе занимает следующая теорема.

Теорема об обратной функции. Пусть f – отображение класса
C1 открытого множества E ⊂ Rn в пространство Rn. Предположим,
что в некоторой точке a ∈ E якобиан этого отображения отличен от
нуля, т. е.

Jf(a) �= 0.

Тогда найдется окрестность U ⊂ E точки a, такая, что

1) сужение f |U взаимно однозначно;

2) образ V = f(U) открыт;
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3) обратное отображение f−1 : V �−→ U является отображением
класса C1.

Доказательство. Проведем его в несколько шагов. Сначала сделаем
предварительные замечания.

Обозначим A = f ′(a). Тогда det A = Jf(a) �= 0, по нашему предполо-
жению, и поэтому линейное отображение A обратимо. Далее, если запи-
сать компоненты f = (f1, . . . , fn), то, согласно предположению, каждая
из функций f i принадлежит классу C1, т. е. имеет непрерывные частные
производные по каждой из переменных x1, . . . , xn. Следовательно, и яко-
биан Jf(x) является непрерывной функцией на множестве E. Поскольку
Jf(a) �= 0, то и в некоторой окрестности U0 точки a будет выполнено
условие

Jf(x) �= 0. (13.4)

Шаг 1. На этом шаге выберем такую окрестность U точки a, в кото-
рой отображение f взаимно однозначно. Более того, покажем, что окрест-
ность U можно выбрать так, чтобы при некотором λ > 0 для всех x1, x2 ∈
U выполнялось неравенство

|f(x1) − f(x2)| ≥ λ|x1 − x2|. (13.5)

Напомним, что A = f ′(a). Обозначим ϕ(x) = f(x) − A(x). Пусть
x1, x2 ∈ U0. Покажем, что

|A(x1) − A(x2)| ≥ 1
‖A−1‖ |x1 − x2|, (13.6)

где A−1 – линейное отображение, обратное к отображению A; оно суще-
ствует в силу условия det A �= 0. Поэтому для любого h ∈ Rn получаем

|h| = |A−1(A(h))| ≤ ‖A−1‖ · |A(h)|.

Отсюда следует

|A(h)| ≥ |h|
‖A−1‖ .

Полагая h = x1 − x2, получаем неравенство (13.6), справедливое для лю-
бых двух точек x1, x2 ∈ Rn.
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Имеем ϕ′(a) = f ′(a) − A = 0 – нулевое линейное отображение. Это
означает, что для всех координатных функций ϕi их частные производные
в точке a равны нулю, т. е.

∂ϕi

∂xj
(a) = 0 (i, j = 1, . . . , n).

Но эти частные производные по условию являются непрерывными, так
что для заданного положительного ε найдется шар Uε с центром в точке
a, такой, что для каждого x ∈ Uε справедливо неравенство∣∣∣∣∂ϕi

∂xj
(x)

∣∣∣∣ < ε (i, j = 1, . . . , n).

Пусть теперь x1, x2 ∈ Uε. По теореме о среднем значении имеем∣∣ϕi(x1) − ϕi(x2)
∣∣ =

∣∣dϕi(ξi) · (x1 − x2)
∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

∂ϕi

∂xj
(ξi)(x

j
1 − xj

2)

∣∣∣∣∣∣ ≤ ε
n∑

j=1

|xj
1 − xj

2| ≤ nε|x1 − x2|.

В этом неравенстве использован тот факт, что условие x1, x2 ∈ Uε влечет
принадлежность Uε всего отрезка с концами x1, x2.

Итак, для любых точек x1, x2 ∈ Uε получим

|ϕ(x1) − ϕ(x2)| =

√√√√ n∑
i=1

(ϕi(x1) − ϕi(x2))
2 ≤ n2ε|x1 − x2|. (13.7)

Теперь, используя равенство f(x) = A(x) + ϕ(x), из (13.6) и (13.7) полу-
чаем

|f(x1) − f(x2)| ≥ |A(x1) − A(x2)| − |ϕ(x1) − ϕ(x2)| ≥

≥
(

1
‖A−1‖ − n2ε

)
|x1 − x2|.

Выберем ε = 1
2n2‖A−1‖ и обозначим λ = 1

2‖A−1‖ . Соотоветствующий
шар Uε обозначим через U . Тогда получим, что для любых двух точек
x1, x2 ∈ U выполнено неравенство

|f(x1) − f(x2)| ≥ λ|x1 − x2|,
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и тем самым завершен первый шаг доказательства теоремы.
Шаг 2. Обозначим V = f(U) и покажем, что множество V открыто.
Возьмем произвольную точку y0 ∈ V . Она является образом некото-

рой, и притом единственной, точки x0 ∈ U , т. е. y0 = f(x0). Выберем
произвольный замкнутый шар B с центром в точке x0, содержащийся в
U . Пусть r – его радиус. Обозначим ρ = λr

2 , где λ – число, фигурирующее
в неравенстве (13.5), и покажем, что шар с центром в y0 и радиусом ρ

целиком содержится во множестве V .
Пусть |y′−y0| < ρ. Нужно доказать, что y′ является образом некоторой

точки x′ ∈ U . Рассмотрим функцию ψ(x) = |y′ − f(x)|2. На компактном
множестве B непрерывная функция ψ достигает своего наименьшего зна-
чения. Покажем, что это наименьшее значение достигается во внутренней
точке шара B. Действительно, ψ(x0) = |y′−y0|2 < ρ2. Если точка x лежит
на границе шара B, т. е. если |x − x0| = r, то получаем

|y′ − f(x)| ≥ |y0 − f(x)| − |y′ − y0| = |f(x0) − f(x)| − |y′ − y0|.

В силу неравенства (13.5),

|f(x0) − f(x)| ≥ λ|x0 − x| = λr = 2ρ,

а с другой стороны, |y′ − y0| < ρ. Поэтому получаем, что для точек x,
принадлежащих границе шара B, справедливо неравенство |y′ − f(x)| >

2ρ − ρ = ρ, т. е. на границе ψ(x) > ρ2.
Таким образом, значение функции ψ в центре шара B меньше, чем все

ее значения на границе этого шара. Значит, наименьшее значение функ-
ции ψ достигается в некоторой внутренней точке x′ ∈ B. Но если функция
достигает своего локального минимума в некоторой внутренней точке, то
ее дифференциал в этой точке равен нулю. Итак,

∂ψ

∂xj
(x′) = 0 (j = 1, . . . , n).

Но

ψ(x) = |y′ − f(x)|2 =
n∑

i=1

(
y′i − f i(x)

)2
,
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так что
∂ψ

∂xj
(x′) = −2

n∑
i=1

(
y′i − f i(x′)

) ∂f i

∂xj
(x′).

Мы получили, что в точке x′ выполняются равенства

n∑
i=1

(
y′i − f i(x′)

) ∂f i

∂xj
(x′) = 0 (j = 1, . . . , n).

Обозначим αi = y′i − f i(x′) (i = 1, . . . , n). Если хотя бы одно из чисел
αi было бы отличным от нуля, то получили бы, что между строками
матрицы Якоби отображения f в точке x′ имеется линейная зависимость.
Отсюда сразу следует, что определитель этой матрицы равен нулю. Но
он отличен от нуля в силу условия (13.4).

Значит получим, что y′i − f i(x′) = 0 (i = 1, . . . , n), т. е. f(x′) = y′, что
и требовалось показать.

Шаг 3. Функцию, обратную к сужению f |U , обозначим через g. По-
кажем, что g принадлежит классу C1 на множестве V .

Выберем произвольную точку y0 ∈ V . Для нее существует точка x0 ∈
U такая, что f(x0) = y0. Обозначим L = f ′(x0). По условию дифферен-
цируемости имеем

f(x0 + h) − f(x0) = L(h) + r(h), (13.8)

где
|r(h)| = o(|h|) (h → 0). (13.9)

Пусть теперь вектор k настолько мал, что y0 + k ∈ V . Обозначим h ≡
h(k) = g(y0 + k) − g(y0). Тогда f(x0 + h) − f(x0) = k, если h = h(k). По
неравенству (13.5)

|f(x0 + h) − f(x0)| ≥ λ|h|,
и получаем

|h| ≤ |k|
λ

, (13.10)

где h = h(k). В соотношении (13.8) возьмем h = h(k) и получим

k = L(h(k)) + r(h(k)). (13.11)
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Заметим, что линейное отбражение L обратимо, поскольку его якобиан
det L = Jf(x0) �= 0. Подействуем на (13.11) отображением L−1, обратным
к L, и получим

L−1(k) = h(k) + L−1(r(h(k)))

и, таким образом,

g(y0 + k) − g(y0) = L−1(k) + ρ(k),

где ρ(k) = −L−1(r(h(k))). Пользуясь соотношениями (13.9) и (13.10), по-
лучаем

|ρ(k)| ≤ ‖L−1‖ · |r(h(k))| = o(|h(k)|) = o(|k|) (k → 0).

Таким образом, мы доказали, что отображение g дифференцируемо
в точке y0, причем g′(y0) = L−1. Поскольку выбранное y0 ∈ V произ-
вольно, то тем самым получили, что отображение g дифференцируемо на
открытом множестве V и для любого y ∈ V

g′(y) = {f ′(x)}−1, x = g(y). (13.12)

Здесь в правой части записано обратное к f ′(x) отображение.

Чтобы получить матрицу Якоби отображения g, нужно обратить мат-
рицу Якоби отображения f , вычисленную в точке x = g(y). Элементы
последней матрицы непрерывно зависят от y, а поэтому и элементы об-
ратной матрицы также непрерывно зависят от y. Но элементы матрицы
Якоби функции g – это частные производные ∂gi

∂yj (i, j = 1 . . . , n), так что
они непрерывны.

Замечание 1. Если в соотношении (13.12) перейти к определителям,
то получим числовое равенство

Jg(y) =
1

Jf(x)
( x = g(y) ).

Это – обобщение формулы для производной обратной функции в одно-
мерном случае.
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Замечание 2. В отличие от одномерного случая, для функции мно-
гих переменных теорема об обратной функции имеет локальный харак-
тер. Даже если предположить, что Jf(x) �= 0 для всех x ∈ E, то всё
равно отсюда не следует, что отображение f взаимно однозначно на E.
Подтвердим это примером.

Пример. Для отображения f : R2 �−→ R2, определяемого равенством
f(x, y) = (ex cos y, ex sin y), имеем

Jf(x, y) =

∣∣∣∣∣ ex cos y −ex sin y

ex sin y ex cos y

∣∣∣∣∣ = e2x �= 0.

Вместе с тем очевидно, что это отображение не является взаимно одно-
значным на R2.

Следствие. Пусть f – отображение класса C1 открытого множества
E ⊂ Rn в пространство Rn, причем Jf(x) �= 0 для любого x ∈ E. То-
гда образ каждого открытого подмножества G ⊂ E является открытым
множеством.

13.6 Теорема о неявной функции

Пусть функция f : R2 �−→ R . Предположим, что для любого x0 найдется
такое y0, что f(x0, y0) = 0. Рассмотрим уравнение f(x, y) = 0 и поставим
вопрос: при каких условиях на функцию f для каждого x вблизи точки
x0 найдется единственное решение y этого уравнения вблизи точки y0?

Если функция f принадлежит классу C1, то

f(x, y) = f(x0, y0) + f ′
x(x0, y0)(x − x0) + f ′

y(x0, y0)(y − y0) + r(x, y),

где r(x, y) = o
(√

(x − x0)2 + (y − y0)2
)
. Первое слагаемое справа равно

нулю по условию. Если пренебречь остатком r(x, y), то исходное уравне-
ние можно переписать в виде

f ′
x(x0, y0)(x − x0) + f ′

y(x0, y0)(y − y0) = 0.

Это – линейное уравнение. Для его однозначной разрешимости относи-
тельно y необходимо выполнение условия f ′

y(x0, y0) �= 0.
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Если x ∈ Rn, y ∈ Rm, то через (x, y) будем обозначать (n+m)-мерный
вектор с координатами (x1, . . . , xn, y1, . . . , ym). Будем рассматривать урав-
нение вида f(x, y) = 0, где x ∈ Rn, y ∈ Rm, f : E �−→ Rm, E – открытое
множество в пространстве Rn+m. В координатной форме это уравнение
имеет вид ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

f1(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

fm(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) = 0,

т. е. имеем m уравнений относительно m неизвестных y1, . . . , ym. Предпо-
ложим, что для любого x0 существует решение y0 такое, что f(x0, y0) = 0.
Эта задача имеет локальный характер, так что мы требуем, чтобы значе-
ния y находились вблизи y0.

Рассмотрим определитель

∂(f1, . . . , fm)
∂(y1, . . . , ym)

(x, y) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂f1

∂y1 (x, y) . . . ∂f1

∂ym (x, y)

. . . . . . . . .

∂fm

∂y1 (x, y) . . . ∂fm

∂ym (x, y)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Определение. Определитель ∂(f1,...,fm)
∂(y1,...,ym) (x, y) называется якобианом

для системы функций f1, . . . , fm по переменным y1, . . . , ym.

Теорема о неявной функции. Пусть f – отображение класса C1

открытого множества E ⊂ Rn+m в пространство Rm. Предположим,
что для некоторой точки (x0, y0) ∈ E выполняются условия

f(x0, y0) = 0,

∂(f1, . . . , fm)
∂(y1, . . . , ym)

(x0, y0) �= 0.

Тогда существует окрестность A точки x0 и окрестность B точки y0,
такие, что

1) для любого x ∈ A найдется единственная точка y = g(x) ∈ B,
такая, что f(x, g(x)) = 0;

2) функция g : A �−→ B принадлежит классу C1.
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Доказательство. Рассмотрим следующее вспомогательное отобра-
жение: ϕ(x, y) = (x, f(x, y)). Оно действует из E в Rn+m. Его компоненты{

ϕi(x, y) = xi (i = 1, . . . , n),

ϕn+j(x, y) = f j(x, y) (j = 1, . . . ,m)

являются функциями класса C1. Якобиан отображения ϕ в точке (x0, y0)

имеет вид∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 . . . 0 0 . . . 0

0 1 . . . 0 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 1 0 . . . 0

∂f1

∂x1
∂f1

∂x2 . . . ∂f1

∂xn
∂f1

∂y1 . . . ∂f1

∂ym

∂f2

∂x1
∂f2

∂x2 . . . ∂f2

∂xn
∂f2

∂y1 . . . ∂f2

∂ym

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∂fm

∂x1
∂fm

∂x2 . . . ∂fm

∂xn
∂fm

∂y1 . . . ∂fm

∂ym

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
∂(f1, . . . , fm)
∂(y1, . . . , ym)

(x0, y0) �= 0.

Таким образом, отображение ϕ удовлетворяет всем условиям теоремы об
обратной функции. В силу этой теоремы, найдется такой открытый куб
U с центром в точке (x0, y0), что сужение ϕ|U взаимно однозначно, образ
V = ϕ(U) открыт и обратное отображение ψ : V �−→ U принадлежит
классу C1. Положим (s, t) = ϕ(x, y) = (x, f(x, y)), где s = x, t = f(x, y).
Но куб U можно представить в виде прямого произведения U = A∗ × B,
где A∗ – куб в Rn с центром в точке x0, а B – куб в Rm с центром в точке
y0. Поэтому для любого x ∈ A∗ уравнение f(x, y) = 0 имеет решение y ∈ B

в том и только в том случае, если эта точка y удовлетворяет уравнению
ϕ(x, y) = (x, 0), т. е. если точка (x, 0) принадлежит образу ϕ(U) = V .

Обозначим Q = {x ∈ A∗ : (x, 0) ∈ V }. Это множество не пусто,
так как оно содержит точку x0, поскольку f(x0, y0) = 0 по условию. Так
как множество V открыто в Rn+m, то и множество Q открыто в Rn.
Следовательно, найдется окрестность A точки x0, содержащаяся в Q. Это
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означает, что для любого x ∈ A уравнение f(x, y) = 0 имеет решение
y ∈ B.

Обратное отображение ψ имеет вид ψ(s, t) = (s, h(s, t)), где h(s, t) –
отображение класса C1, поскольку все его компоненты принадлежат C1.
Пусть x ∈ A, y ∈ B удовлетворяют уравнению f(x, y) = 0. Тогда имеем
ϕ(x, y) = (x, 0). Значит, (x, y) = ψ(x, 0) = (x, h(x, 0)). Отсюда получаем
y = h(x, 0), т. е. решение y ∈ B определяется однозначно и это решение
g(x) = h(x, 0) принадлежит классу C1.
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14. Функции на многообразиях

14.1 Гладкие многообразия

Аффинные многообразия.

Определение 1. Наивысший из порядков отличных от нуля миноров
матрицы называется ее рангом. Он совпадает с максимальным числом
линейно независимых строк и с максимальным числом линейно незави-
симых столбцов.

Определение 2. Пусть A : Rn �−→ Rm – линейное отображение.
Рангом отображения A называется размерность множества его значений.
Ранг отображения A совпадает с рангом его матрицы.

Определение 3. Ядром отображения A называется множество NA

всех таких значений x ∈ Rn, для которых A(x) = 0. Ядро линейного
отображения является линейным подпространством в Rn.

Определение 4. Размерность ядра называется дефектом линейного
отображения. Справедливо следующее утверждение: если A : Rn �−→ Rm

– линейное отображение, то сумма его ранга и дефекта равна n.

Определение 5. Пусть 1 ≤ p < n. p-мерной плоскостью, или p-
плоскостью в Rn называется любое множество, являющееся сдвигом неко-
торого p-мерного подпространства.

Если H – p-плоскость, то H = {x ∈ Rn : x = y + h}, где y ∈ M , h –
фиксированный вектор, M – p-мерное подпространство.

Пусть A : Rn �−→ Rm – линейное отображение ранга rank A = m (m <

n). Тогда его ядро NA представляет собой однородную плоскость размер-
ности p = n − m.

Рассмотрим множество H = {x ∈ Rn : A(x) = y0}, где y0 – фиксиро-
ванный вектор. Это – p-мерная плоскость, являющаяся сдвигом ядра на
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тот вектор x0, для которого A(x0) = y0. Справедливо также и обратное
утверждение. Именно, если H – p-мерное подпространство в Rn (1 ≤ p <

n), то существует линейное отображение A : Rn �−→ Rn−p, rank A = n−p,
такое, что NA = H.

Для доказательства выберем линейно независимую систему x1, . . . , xp.
Ее можно дополнить до базиса в Rn и получим базис x1, . . . , xp, xp+1, . . . , xn.
Тогда каждый вектор x ∈ Rn может быть представлен в виде x =

∑n
i=1 αixi.

Зададим линейное отображение равенством Aj(x) = αp+j (j = 1, . . . , n −
p). Легко проверить, что это и есть искомое линейное отображение.

Итак, каждая p-мерная плоскость в Rn определяется векторным урав-
нением Ax = y0, где A : Rn �−→ Rn−p, rank A = n−p, y0 – фиксированный
вектор в Rn−p. В координатной форме это уравнение можно записать так:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

a1,1x
1 + . . . + a1,nxn = y1

0 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

an−p,1x
1 + . . . + an−p,nxn = yn−p

0 .

При p = n−1 получаем (n−1)-мерную плоскость. Такую плоскость на-
зывают гиперплоскостью. Она определяется одним действительным урав-
нением

a1x
1 + . . . + anxn = y,

где хотя бы одно из чисел a1, . . . , an отлично от нуля.

Гладкие многообразия.

Определение. Непустое множество M ⊂ Rn называется непрерывно
дифференцируемым или гладким многообразием размерности p, 1 ≤ p <

n, если для любой точки x0 ∈ M найдется такая ее окрестность U и
отображение ϕ : U �−→ Rn−p, что ранг ϕ′(x) равен n− p при любом x ∈ U

и M ∩ U = {x ∈ U : ϕ(x) = 0}.
Поясним смысл этого определения. Оно носит локальный характер, не

требуется, чтобы все многообразие описывалось одним уравнением. До-
статочно, чтобы в окрестности каждой точки многообразие могло быть
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описано своим уравнением. Основное условие rank (ϕ′(x)) = n − p равно-
сильно тому, что матрица Якоби⎛⎜⎜⎜⎜⎝

∂ϕ1

∂x1 (x) . . . ∂ϕ1

∂xn (x)

. . . . . . . . .

∂ϕn−p

∂x1 (x) . . . ∂ϕn−p

∂xn (x)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
в каждой точке x имеет ранг n−p. Это означает, что строки этой матрицы
линейно независимы. Поскольку строки этой матрицы представляют со-
бой координаты градиентов, то, иначе говоря, градиенты grad ϕi(x) (i =

1, . . . , n − p) линейно независимы.

В дальнейшем одномерное многообразие будем называть кривой, дву-
мерное многообразие – поверхностью, а многообразие размерности n − 1

– гиперповерхностью. Гиперповерхность задается локально уравнением
вида ϕ(x) = 0, где ϕ – действительная функция ϕ : U �−→ R и ее гра-
диент grad ϕ′(x) �= 0 (x ∈ U). В координатной записи p-многообразие
определяется системой n − p дейстительных уравнений⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

ϕ1(x1, . . . , xn) = 0,

. . . . . . . . . . . .

ϕn−p(x1, . . . , xn) = 0,

в которой градиенты функций ϕi линейно независимы. Можно таким
образом сказать, что p-многообразие является локальным пересечением
n − p гиперповерхностей.

Явное задание многообразия.Кривая на плоскости локально опре-
деляется уравнением ϕ(x, y) = 0. Предполагается, что хотя бы одна из
частных производных ϕ′

x, ϕ′
y отлична от нуля. Пусть ϕ′

y �= 0 в точке
(x1, y1). Тогда, по теореме о неявной функции, вблизи этой точки кри-
вая может быть представлена явным уравнением y = g(x). Это вовсе не
означает, что ее всю можно задать явным уравнением. В другой точке
(x2, y2) может быть ϕ′

x �= 0, и тогда можно представить x = h(y). Таким
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образом, какую бы точку на кривой мы ни взяли, можно указать такую
окрестность этой точки, которая вырезает кусок кривой, допускающий
явное задание с помощью одного из уравнений y = g(x) или x = h(y).

Вблизи каждой точки p-многообразие можно задавать явными урав-
нениями, выражая некоторые n − p переменных через оставшиеся пере-
менные, т. е. те, по которым якобиан отличен от нуля. Это следует из
теоремы о неявной функции.

Пример 1. Гипербола x2 − y2 = a2 (a ≥ 0).

Обозначим ϕ(x, y) = x2 − y2 − a2. Тогда ϕ′
x = 2x, ϕ′

y = −2y. Одновре-
менно частные производные обращаются в нуль лишь в начале координат.
В остальных точках ранг полной производной равен единице.

Имеем n = 2, p = 1. Выберем точку (x0, y0). Согласно определению,
нужно выбрать такую окрестность, которая не пересекает начала коор-
динат, а в качестве ϕ одну и ту же функцию ϕ(x, y) = x2 − y2 − a2. Если
a = 0, т. е. x2−y2 = 0, то получаем уравнение асимптот. Асимптоты нель-
зя назвать многообразием, так как нельзя выбрать нужную окрестность
для начала координат.

Пример 2. Пусть M – объединение гиперболы и одной из ее асимптот
y = x. Тогда M – многообразие. Действительно, для любой точки гипер-
болы можно выбрать окрестность U так, чтобы она не содержала точек
асимптоты y = x. Тогда берем ϕ(x, y) = x2 − y2 −a2, и требование о ранге
соблюдено. С другой стороны, для любой точки на асимптоте выберем
окрестность так, чтобы она не содержала точек гиперболы, а в качестве
ϕ выберем функцию ϕ(x, y) = y − x.

Пример 3. Лемниската Бернулли (x2 + y2)2 = 2a2(x2 − y2) (a > 0).

Чтобы изобразить эту кривую, перейдем к полярным координатам
и получим уравнение ρ2 = 2a2 cos 2θ. Положим ϕ(x, y) = (x2 + y2)2 −
2a2(x2 − y2). Ясно, что начало координат – особая точка, поскольку в
ней ϕ′

x = ϕ′
y = 0. Но это еще не дает основания считать, что эта кривая

не является многообразием. Можно, однако, доказать, что она действи-
тельно не является многообразием. Если же выбросить точку (0, 0), то
оставшаяся часть кривой будет многообразием.
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Пример 4. Однополостный гиперболоид x2 + y2 − z2 = a2 (a ≥ 0).

Имеем ϕ(x, y, z) = x2 + y2 − z2 − a2, ϕ′
x = 2x, ϕ′

y = 2y, ϕ′
z = −2z.

Все частные производные одновременно обращаются в нуль в начале ко-
ординат. Но эта точка не принадлежит гиперболоиду при a > 0. Поэтому
гиперболоид является многообразием, для любой точки гиперболоида вы-
берем окрестность U так, чтобы она не содержала начала координат.

Если же a = 0, то x2 + y2 = z2 – конус, и это не будет многообразием,
даже если взять одну часть конуса. Чтобы получить многообразие, нужно
удалить точку (0, 0, 0).

14.2 Касательные и нормальные векторы

Касательный вектор. Пусть M – p-многообразие в Rn.

Определение. Вектор h ∈ Rn называется касательным вектором к
многообразию M в точке x0 ∈ M , если

lim
t→0

d(x0 + th,M)
t

= 0,

где в числителе записано расстояние от точки x0 + th до данного много-
образия M .

Это определение означает, что расстояние от переменной точки x0+th

до многообразия есть величина бесконечно малая высшего порядка, чем
расстояние от нее до точки касания.

Для отображения γ : R �−→ Rn ранее было определено понятие про-
изводного вектора

γ′(t0) = lim
t→t0

γ(t) − γ(t0)
t − t0

.

Теорема. Вектор h является касательным к многообразию M в точ-
ке x0 тогда и только тогда, когда существует функция γ : R �−→ M ,
такая, что γ(0) = x0, γ′(0) = h.

Доказательство. Необходимость. Пусть h – касательный вектор.
Обозначим xt = x0 + th. По определению расстояния, для любого t ∈ R
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найдется такое x∗
t ∈ M , что |xt − x∗

t | ≤ d(xt,M) + t2 (x∗
0 = x0). Отсюда

следует

lim
t→0

|xt − x∗
t |

t
= 0. (14.1)

Положим теперь γ(t) = x∗
t . Функция γ действует из R в M , γ(0) = x0 и,

в силу соотношения (14.1), имеем

γ′(0) = lim
t→0

γ(t) − γ(0)
t

= lim
t→0

x∗
t − x0

t
= lim

t→0

(
x∗

t − xt

t
+ h

)
= h.

Достаточность. Пусть найдется такое γ : R �−→ M, γ(0) = x0, что
γ′(0) = h. Имеем

γ(t) − γ(0)
t

→ h (t → 0).

Отсюда следует, что

|γ(t) − (x0 + th)|
t

→ 0 (t → 0).

Заметим, что так как γ(t) ∈ M , то d(x0 + th,M) ≤ |γ(t) − (x0 + th)| и,
таким образом, вектор h является касательным.

В связи с доказанной теоремой эквивалентное определение касатель-
ного вектора можно сформулировать следующим образом.

Определение. Вектор h называется касательным вектором к мно-
гообразию M в точке x0, если существует такая функция γ : R �−→
M, γ(0) = x0, что γ′(0) = h.

Касательное пространство. Пусть M – гладкое p-многообразие и
точка x0 ∈ M .

Определение. Совокупность всех касательных векторов к многооб-
разию M в точке x0 называется касательным пространством к многооб-
разию M в этой точке и обозначается Tx0(M).

Пусть M – гладкое p-мерное многообразие в Rn. Предположим, что
M в окрестности U точки x0 описывается уравнением ϕ(x) = 0, где ϕ :

U �−→ Rn−p, rank ϕ′(x) = n − p.
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Теорема. Касательное пространство Tx0(M) совпадает с ядром ли-
нейного отображения ϕ′(x0) :

Tx0(M) = ker ϕ′(x0).

Доказательство. Пусть касательный вектор h ∈ Tx0(M). Тогда су-
ществует функция γ : R �−→ M, γ(0) = x0, такая, что γ′(0) = h. Так
как γ непрерывна при t = 0, то найдется такое δ > 0, что γ(t) ∈ U при
|t| < δ. Рассмотрим функцию β(t) = ϕ(γ(t)). При |t| < δ получаем, что
β(t) = 0 (при больших t значения γ(t) могут не попасть в окрестность U)
и поэтому β′(0) = 0. По теореме о производной сложной функции имеем

β′(0) = ϕ′(γ(0)) · γ′(0) = ϕ′(x0) · h.

Таким образом, ϕ′(x0) · h = 0, т. е. h ∈ ker ϕ′(x0).

Пусть теперь h ∈ ker ϕ′(x0), h �= 0, т. е. ϕ′(x0) · h = 0. Докажем,
что h – касательный вектор. Заметим, что в соответствии с определением
дифференцируемости

ϕ(x0 + th) = ϕ(x0) + tϕ′(x0)h + o(|th|) (t → 0),

где ϕ(x0) = 0 (это означает, что точка x0 лежит на многообразии M),
ϕ′(x0)h = 0, так что получаем, что

ϕ(x0 + th) = o(t) (t → 0). (14.2)

По условию ранг матрицы отображения ϕ′(x0) равен n − p. Отсюда
следует, что среди ее столбцов найдутся n−p линейно независимых. Пред-
положим, например, что линейно независимы последние n − p столбцов,
т. е. якобиан

∂(ϕ1, . . . , ϕn−p)
∂(xp+1, . . . , xn)

�= 0.

Точно так же, как и при доказательстве теоремы о неявной функции,
введем вспомогательное отображение, действующее по правилу

f(x) = (x1, . . . , xp, ϕ1(x), . . . , ϕn−p(x)), f : U �−→ Rn.
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Тогда получим, что

Jf(x0) =
∂(ϕ1, . . . , ϕn−p)
∂(xp+1, . . . , xn)

�= 0,

и, таким образом, выполнены все условия теоремы об обратной функции.
По этой теореме, найдется такая окрестность U0 ⊂ U точки x0, что образ
V0 = f(U0) открыт, и для любых точек x′, x′′ ∈ U0 справедливо неравен-
ство

|f(x′) − f(x′′)| ≥ λ|x′ − x′′|, (14.3)

где λ > 0 не зависит от x′, x′′. Положим xt = x0 + th. Точка

y0 = (x1
0, . . . , x

p
0, 0, . . . , 0) ∈ V0,

так как y0 = f(x0). Поскольку множество V0 открыто, то при достаточно
малом |t| точка yt = (x1

t , . . . , x
p
t , 0, . . . , 0) ∈ V0. Значит, существует точка

x∗
t ∈ U0, для которой f(x∗

t ) = yt. Имеем ϕ(x∗
t ) = 0, что означает, что

x∗
t ∈ M . В соответствии с (14.3) получаем

|xt − x∗
t | ≤

1
λ
|f(xt) − f(x∗

t )|.

Но
f(xt) − f(x∗

t ) =

= (x1
t , . . . , x

p
t , ϕ

1(xt), . . . , ϕn−p(xt)) − (x1
t , . . . , x

p
t , 0, . . . , 0) =

= (0, . . . , 0, ϕ1(xt), . . . , ϕn−p(xt)).

Таким образом,

|f(xt) − f(x∗
t )|Rn = |ϕ(xt)|Rn−p = o(t)

в силу соотношения (14.2). Отсюда следует, что

d(xt,M) ≤ |xt − x∗
t | = o(t).

Это означает, что h – касательный вектор, и теорема доказана.

Следствие 1. Касательное пространство Tx0(M) к p-мерному мно-
гообразию есть p-мерное линейное подпространство в Rn.
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Действительно, так как ϕ′(x0) имеет ранг, равный n−p, то его дефект
равен p, а ядро совпадает с Tx0(M).

Следствие 2. p-мерное многообразие не может быть многообразием
размерности q �= p.

Итак, касательное пространство представляет собой множество

Tx0(M) = {h ∈ Rn : ϕ′(x0) · h = 0},

или, что то же самое,

(ϕi)′(x0) · h = 0 (i = 1, . . . , n − p).

В координатной записи эти равенства принимают следующий вид:

∂ϕi

∂x1
(x0)h1 + . . . +

∂ϕi

∂xn
(x0)hn = 0 (i = 1, . . . , n − p).

По-другому это можно записать еще так:

grad ϕi(x0) · h = 0. (14.4)

Нормальный вектор.

Определение. Два вектора называются ортогональными, если их
скалярное произведение равно нулю.

Пусть L – линейное подпространство в Rn. Тогда совокупность всех
векторов, каждый из которых ортогонален всем векторам подпростран-
ства L, называется ортогональным дополнением к подпространству L и
обозначается L⊥.

Ясно, что
dim L + dimL⊥ = n.

Определение. Пусть M – p-мерное многообразие и точка x0 ∈ M .
Вектор v называется нормальным вектором к многообразию M в точке
x0, если он ортогонален к каждому касательному вектору в этой точке,
т. е. ортогонален к подпространству Tx0(M).
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Таким образом, совокупность всех нормальных векторов есть ортого-
нальное дополнение к Tx0(M), т. е. это – линейное подпространство раз-
мерности n− p. Соотношения (14.4) показывают, что векторы grad ϕi(x0)

являются нормальными векторами к многообразию в точке x0. Эти век-
торы линейно независимы в силу основного предположения о ранге.

Итак, мы пришли к следующему выводу.

Теорема. Векторы grad ϕi(x0) (i = 1, . . . , n − p) образуют базис в
пространстве нормальных векторов к многообразию M в точке x0.

Касательная p-плоскость. Касательная p-плоскость к многообра-
зию M в точке x0 – это p-плоскость, которая получается в результате па-
раллельного переноса касательного пространства в точку x0. Более точно,
это – множество

Π = {x : x = x0 + h, h ∈ Tx0(M)}.

Векторное уравнение касательной p-плоскости имеет вид

ϕ′(x0)(x − x0) = 0.

Касательные к кривым. Кривая в n-мерном пространстве локально
описывается системой из n − 1 скалярных уравнений

ϕ1(x) = 0, . . . , ϕn−1(x) = 0

с соответствующим предположением о ранге. Касательная прямая опи-
сывается уравнениями⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

(ϕ1)′(x0)(x − x0) = 0,

. . . . . . . . .

(ϕn−1)′(x0)(x − x0) = 0.

В случае n = 2 уравнение многообразия записывается в виде ϕ(x, y) =

0, а уравнение касательной прямой имеет вид

ϕ′
x(x0, y0)(x − x0) + ϕ′

y(x0, y0)(y − y0) = 0.
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При n = 3 кривая описывается парой уравнений{
ϕ(x, y, z) = 0,

ψ(x, y, z) = 0.

Тогда уравнение касательной прямой имеет вид{
ϕ′

x(x − x0) + ϕ′
y(y − y0) + ϕ′

z(z − z0) = 0,

ψ′
x(x − x0) + ψ′

y(y − y0) + ψ′
z(z − z0) = 0.

Пример 1. Пусть кривая в R2 задана равенством x2 − y2 = 1. Тогда
ϕ(x, y) = x2−y2−1, ϕ′

x = 2x, ϕ′
y = −2y. Запишем уравнение касательной

прямой в точке (x0, y0):

2x0(x − x0) − 2y0(y − y0) = 0,

или

x0x − y0y = 1.

Пример 2. Пусть кривая в R3 задана двумя равенствами{
x2 + y2 + z2 = 1,

x2 + y2 = x, x �= 1.

Доказать, что предположение о ранге выполнено всюду, кроме точки x =

1, т. е. что ранг матрицы Якоби равен 2.

Уравнение касательной прямой в точке (x0, y0, z0) имеет вид{
2x0(x − x0) + 2y0(y − y0) + 2z0(z − z0) = 0,

(2x0 − 1)(x − x0) + 2y0(y − y0) = 0,

или, что то же самое, {
x0x + y0y + z0z = 1,

(2x0 − 1)x + 2y0y = x0.
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14.3 Условный экстремум

1) Рассмотрим следующую задачу. Среди всех прямоугольников на
плоскости с заданным периметром 2c требуется найти тот, у которого
наибольшая площадь.

Пусть x, y – стороны прямоугольника. Тогда его площадь S = f(x, y) =

xy. Требуется найти наибольшее значение f(x, y) при условии x + y = c.
Из этого условия следует, что y = c−x. Тогда получим ϕ(x) = f(x, c−x) =

x(c − x), ϕ′(x) = c − 2x, ϕ′(x) = 0 ⇐⇒ x = c
2 , y = c

2 .
Итак, прямоугольник с наибольшей площадью является квадратом.

2) Рассмотрим еще одну задачу. Требуется найти наибольшее значение
функции f(x, y) = xy на многообразии M , которое представляет собой
отрезок в R2, соединяющий точки (0, 1) и (1, 0).

Имеем y = 1 − x, где 0 ≤ x ≤ 1. Тогда ϕ(x) = f(x, 1 − x) = x(1 − x)

(0 ≤ x ≤ 1), и мы приходим к задаче нахождения максимума функции
ϕ(x) на отрезке [0, 1].

Две эти задачи приводят к понятию условного экстремума.

Определение. Пусть f – действительная функция, заданная на от-
крытом множестве E ⊂ Rn, M – p-мерное многообразие, содержащееся в
E. В точке x0 ∈ M функция f имеет условный максимум на многообра-
зии M , если существует такая окрестность U ⊂ E точки x0, что для всех
x ∈ U ∩ M выполняется неравенство f(x) ≤ f(x0).

Условный максимум называется строгим, если окрестность можно вы-
брать настолько малой, что для всех x ∈ U ∩M, x �= x0, будет выполнено
строгое неравенство f(x) < f(x0).

Аналогично определяется понятие условного минимума.
Пример. Пусть f(x, y) = xy. В начале координат эта функция не име-

ет обычного экстремума, поскольку в любой окрестности начала коорди-
нат она принимает как положительные, так и отрицательные значения.

Возьмем теперь многообразие M1 : y = x. На этом многообразии
f(x, y) = x2 и в точке (0, 0) функция f имеет условный минимум на мно-
гообразии M1.
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Если взять M2 : y = −x, то на нем f(x, y) = −x2, и теперь функция
f имеет условный максимум в точке (0, 0).

Итак, функция f в начале координат не имеет экстремума, а на много-
образиях M1 и M2 имеет условные минимум и максимум, соответственно.

Теорема (необходимое условие экстремума на многообразии).
Пусть f – действительная функция, заданная на открытом множе-
стве E ⊂ Rn, содержащем многообразие M . Пусть в точке x0 ∈ M

функция f имеет условный экстремум и дифференцируема в этой точ-
ке. Тогда производная f ′(x0) обращается в нуль на касательном про-
странстве Tx0(M), т. е. f ′(x0) · h = 0 для любого h ∈ Tx0(M).

Доказательство. Пусть h – касательный вектор, т. е. h ∈ Tx0(M).
Тогда существует такая функция γ : R �−→ M, γ(0) = x0, что γ′(0) = h.
Рассмотрим функцию g(t) = f(γ(t)) (t ∈ R). Если f в точке x0 имеет
условный максимум, то при t = 0 функция g имеет обычный локальный
максимум. Функция g дифференцируема в точке t = 0 и, по теореме о
производной сложной функции,

g′(0) = f ′(γ(0)) · γ′(0) = f ′(x0) · h.

С другой стороны, по теореме Ферма, g′(0) = 0. Итак, f ′(x0) · h = 0.

Геометрический смысл теоремы. Предположим, что функция f

класса C1 и рассмотрим множество

H = {x : f(x) = f(x0)}.

Это множество называется множеством уровня функции f . Предполо-
жим, что f ′(x) �= 0 для всех x ∈ H. Тогда получим, что H – (n − 1)-
мерное многообразие, т. е. гиперповерхность. Касательное пространство
к многообразию H определяется как совокупность всех векторов h, для
которых выполнено равенство f ′(x0) · h = 0. Доказанная теорема утвер-
ждает, что p-мерное подпространство Tx0(M) содержится в (n−1)-мерной
гиперплоскости Tx0(H). Другими словами, касательная гиперплоскость к
H в точке x0 содержит касательную p-плоскость к M в этой точке.
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Заметим, что доказанная теорема дает лишь необходимое условие экс-
тремума. Можно показать, что достаточным оно не является.

Метод множителей Лагранжа. Пусть M – p-мерное многообразие,
точка x0 ∈ M и в окрестности U этой точки M определено уравнением
ϕ(x) = 0, где ϕ = (ϕ1, . . . , ϕn−p), rank ϕ′(x) = n − p для любого x ∈ U .

Теорема. Пусть f – действительная функция в некоторой окрест-
ности многообразия M , дифференцируемая в точке x0 ∈ M и имеющая
в этой точке условный экстремум. Тогда существуют такие действи-
тельные числа λ1, . . . , λn−p, что для функции

F (x) = f(x) + λ1ϕ
1(x) + . . . + λn−pϕ

n−p(x)

полная производная F ′(x0) = 0.
Доказательство. В силу предыдущей теоремы, f ′(x0)·h = 0 для лю-

бого h ∈ Tx0(M). Это равносильно тому, что grad f(x0) ·h = 0 для любого
h ∈ Tx0(M), т. е. grad f(x0) ортогонален к любому касательному вектору.
Значит, этот градиент является нормальным вектором к многообразию
M в точке x0. Как известно, векторы grad ϕi(x0) (i = 1, . . . , n − p) об-
разуют базис в пространстве нормальных векторов. Значит, существуют
числа α1, . . . , αn−p такие, что

grad f(x0) = α1grad ϕ1(x0) + . . . + αn−pgrad ϕn−p(x0).

Обозначим λi = −αi, i = 1, . . . , n−p. Тогда видим, что для F ее градиент
grad F (x0) = 0, а это равносильно тому, что F ′(x0) = 0, и тем самым
теорема доказана.

Числа λ1, . . . , λn−p называются множителями Лагранжа. Они опреде-
ляются однозначно, так как являются координатами разложения вектора
grad f(x0) по базису из векторов grad ϕi(x0) (i = 1, . . . , n − p), взятых с
противоположным знаком. Условие rank ϕ′(x) = n − p обеспечивает ли-
нейную независимость векторов grad ϕi(x0) (i = 1, . . . , n − p).

В качестве примера, иллюстрирующего метод множителей Лагранжа,
рассмотрим следующую задачу. Найти расстояние от точки до гиперплос-
кости в пространстве Rn.
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Гиперплоскость H определяется уравнением

a1x
1 + . . . + anxn = b,

или в векторной форме ax = b, где a �= 0, ибо, в противном случае, не
получим гиперплоскость.

Пусть x0 ∈ Rn. Покажем, что расстояние от заданной точки x0 до H

равно d(x0,H) = |ax0−b|
|a| . Расстояние от x0 до произвольной точки x ∈ H

выражается следующим образом:√
(x1 − x1

0)2 + . . . + (xn − xn
0 )2.

Поэтому для нахождения минимума этих расстояний достаточно рассмот-
реть подкоренное выражение и найти его минимум.

Обозначим f(x) = (x1 − x1
0)

2 + . . . + (xn − xn
0 )2. Составим функцию

Лагранжа

F (x) = f(x) + λ(ax − b) = f(x) + λ(a1x
1 + . . . + anxn − b).

Находим все частные производные функции F и приравниваем их к нулю.
Получаем ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

2(x1 − x1
0) + λa1 = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

2(xn − xn
0 ) + λan = 0,

a1x
1 + . . . + anxn = b.

Последнее уравнение этой системы означает, что точка x лежит на гипер-
плоскости H. Умножим i-е уравнение этой системы на ai (i = 1, . . . , n) и
сложим первые n уравнений. Тогда получим

2
n∑

i=1

(aix
i − aix

i
0) + λ

n∑
i=1

a2
i = 0,

или, учитывая последнее уравнение системы,

2(b − ax0) + λ|a|2 = 0.

Отсюда находим

λ =
2(ax0 − b)

|a|2 .
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Подставим найденное значение λ в первые n уравнений системы и полу-
чим

2(xi − xi
0) = −ai

2(ax0 − b)
|a|2 (i = 1, . . . , n).

Каждое из этих равенств возведем в квадрат и сложим полученные ра-
венства. Получим

f(x) =
(ax0 − b)2

|a|2 ,

а это и есть квадрат искомого расстояния.

14.4 Зависимость функций

Определение. Пусть на открытом множестве E ⊂ Rn задана систе-
ма из m действительных функций⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

y1 = f1(x1, . . . , xn),

. . . . . . . . . . . . . . .

ym = fm(x1, . . . , xn),

(14.5)

каждая из которых принадлежит классу C1. Будем говорить, что на
множестве E одна из функций системы (14.5), например fm, зависит от
остальных функций этой системы, если существует действительная функ-
ция Φ класса C1, определенная на некотором открытом множестве про-
странства Rm−1, которое содержит все значения (f1(x), . . . , fm−1(x)) (x ∈
E), такая, что

fm(x) = Φ(f1(x), . . . , fm−1(x))

для всех x ∈ E.

Пример 1. Пусть m = 3,⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
y1 =

∑n
i=1 xi,

y2 =
∑n

i=1(x
i)2,

y3 =
∑

i�=j xixj .

Тогда y3 = (y1)2 − y2, т. е. получим, что y3 зависит от y1 и y2. При этом
Φ(y1, y2) = (y1)2 − y2.
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Пример 2. Пусть {
y1 = x1 + x2,

y2 = x1 − x2.

Эти две функции независимы на каждом круге из R2. Действительно,
если взять прямую x1 + x2 = c, где c – постоянная, то, предположив,
что y2 зависит от y1, получим, что функция y2 = Φ(y1) постоянна на
пересечении прямой x1 +x2 = c с кругом. Но функция x1−x2 не является
постоянной на этом пересечении.

Если на множестве E ни одна из функций системы (14.5) не зависит от
остальных, то эту систему называют независимой на E. При этом может
оказаться, что на более узком множестве система будет зависимой.

Теорема 1 (достаточное условие независимости функций).
Пусть на открытом множестве E ⊂ Rn задана система (14.5) из m

непрерывно дифференцируемых функций, причем m ≤ n. Пусть в неко-
торой точке x0 ∈ E матрица Якоби отображения f = (f 1, . . . , fm) име-
ет ранг m. Тогда функции системы (14.5) независимы в любой окрест-
ности точки x0.

Доказательство. Предположим противное. Пусть в некоторой ок-
рестности U точки x0 одна из функций системы (14.5), например, fm

зависит от остальных, так что имеет место тождество

fm(x) = Φ(f1(x), . . . , fm−1(x)) (x ∈ U),

где Φ – непрерывно дифференцируемая функция на соответствующем
открытом множестве пространства Rm−1. Дифференцируя это тождество
по правилу дифференцирования сложной функции, получаем

∂fm

∂xi
=

∂Φ
∂y1

∂f1

∂xi
+ . . . +

∂Φ
∂ym−1

∂fm−1

∂xi
(i = 1, . . . , n).

Рассмотрим матрицу Якоби отображения f(
∂fk

∂xi

)
(i = 1, . . . , n, k = 1, . . . ,m).
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Из полученного выше равенства следует, что последняя строка этой мат-
рицы является линейной комбинацией предыдущих m−1 строк при каж-
дом x ∈ U , в частности, и при x = x0. Но это противоречит тому, что
ранг этой матрицы в точке x0 равен m.

Теорема 2 (достаточное условие зависимости функций).Пусть
на открытом множестве E ⊂ Rn задана система из m непрерывно диф-
ференцируемых функций⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

y1 = f1(x1, . . . , xn),

. . . . . . . . . . . .

ym = fm(x1, . . . , xn).

(14.6)

Предположим, что в каждой точке x ∈ E матрица Якоби отображения
f ≡ (f1, . . . , fm) имеет один и тот же ранг p ≤ min(n,m). Тогда для
любой точки x0 ∈ E найдется окрестность U0, такая, что некоторые
p функций системы (14.6) в этой окрестности независимы, а остальные
функции системы зависят от них в окрестности U0.

Доказательство. В каждой точке в матрице Якоби существует ми-
нор p-го порядка, отличный от нуля, а все миноры p+1-го порядка равны
нулю.

Пусть в точке x0 отличный от нуля минор, расположенный в левом
верхнем углу, т. е.

∂(f1, . . . , fp)
∂(x1, . . . , xp)

(x0) �= 0. (14.7)

Для вектора x = (x1, . . . , xn) условимся обозначать x′ = (x1, . . . , xp), x′′ =

(xp+1, . . . , xn). Тогда x = (x′, x′′). Аналогично, для вектора y = (y1, . . . , ym)

обозначим y′ = (y1, . . . , yp), y′′ = (yp+1, . . . , ym), так что y = (y′, y′′). По-
ложим также f ′ = (f1, . . . , fp), f ′′ = (fp+1, . . . , fm). В этих обозначениях
исходная система функций (14.6) может быть записана так:{

y′ = f ′(x′, x′′),

y′′ = f ′′(x′, x′′).
(14.8)

Систему (14.8) будем рассматривать как уравнения относительно x′.
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Пусть y0 = f(x0). В силу условия (14.7) и теоремы о неявной функции,
существует такой куб A с центром в точке

(y1
0 , . . . , yp

0 , xp+1
0 , . . . , xn

0 ) ≡ (y′
0, x

′′
0)

и такой куб B с центром в точке (x1
0, . . . , x

p
0) ≡ x′

0, что для любой точки
(y′, x′′) ∈ A существует, и притом единственная, точка x′ = ϕ(y′, x′′), для
которой выполнено равенство y′ = f ′(x′, x′′), т. е. это равенство можно
однозначно разрешить относительно x′.

Теперь рассмотрим формально второе из уравнений системы (14.8) и
подставим в него вместо x′ функцию ϕ(y′, x′′). В правой части получим
функцию h(y′, x′′) ≡ f ′′(ϕ(y′, x′′), x′′), в которой y′, x′′ – независимые пе-
ременные (векторные), а вектор (y′, x′′) пробегает куб A. Этот куб пред-
ставим в виде прямого произведения A = A′ ×A′′, где куб A′ ⊂ Rp, в нем
изменяется y′, а куб A′′ ⊂ Rn−p, и в нем изменяется x′′.

Покажем, что функция h на самом деле не зависит от вектора x′′, т. е.
что для любого фиксированного y′ ∈ A′ функция h(y′, x′′) постоянна по
x′′. Компоненты вектор-функции h имеют вид

hj(y′, x′′) = fp+j(ϕ(y′, x′′), x′′) (j = 1, . . . ,m − p),

где вектор x′′ = (xp+1, . . . , xn). Согласно теореме о среднем значении, дей-
ствительная функция на связном открытом множестве постоянна, если у
нее все частные производные равны нулю. Таким образом, достаточно по-
казать, что при фиксированном y′ частные производные функции hj по
переменным xp+1, . . . , xn равны нулю в A′′. Вычислим частную производ-
ную по xp+1. Поскольку

hj(y′, x′′) = fp+j(ϕ1(y′, x′′), . . . , ϕp(y′, x′′), xp+1, . . . , xn),

то имеем

∂hj

∂xp+1
(y′, x′′) =

p∑
k=1

∂fp+j

∂xk
(x′, x′′)

∂ϕk

∂xp+1
(y′, x′′) +

∂fp+j

∂xp+1
(x′, x′′),

где x′ = ϕ(y′, x′′). С другой стороны, имеем тождество

y′ = f ′(ϕ(y′, x′′), x′′).
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Действительно, функция ϕ была определена как решение первого урав-
нения системы (14.8). Поэтому для каждого i = 1 . . . , p, дифференцируя
это тождество по xp+1, получим, что

p∑
k=1

∂f i

∂xk
(x′, x′′)

∂ϕk

∂xp+1
(y′, x′′) +

∂f i

∂xp+1
(x′, x′′) = 0 (i = 1, . . . , p), (14.9)

где x′ = ϕ(y′, x′′). Вспомним, что по нашему условию любой минор по-
рядка p + 1 равен нулю. Поэтому∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂f1

∂x1 . . . ∂f1

∂xp
∂f1

∂xp+1

. . . . . . . . . . . .

∂fp

∂x1 . . . ∂fp

∂xp
∂fp

∂xp+1

∂fp+j

∂x1 . . . ∂fp+j

∂xp
∂fp+j

∂xp+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0. (14.10)

Заметим, что по предположению минор p-го порядка в левом верхнем
углу отличен от нуля в точке x0, и поэтому мы можем считать, что он
отличен от нуля всюду на множестве E, заменив, в случае необходимости,
его окрестностью точки x0.

В левой части (14.10) последний столбец является линейной комби-
нацией предыдущих столбцов. Отсюда, в силу (14.9), получаем, что для
каждого j = 1, . . . ,m − p справедливо равенство

∂hj

∂xp+1
= 0.

Аналогично докажем, что равны нулю производные по переменным
xp+2, . . . , xn.

Итак, функция h(y′, x′′) не зависит от x′′, а только лишь от y′, т. е.

h(y′, x′′) ≡ Φ(y′) (y′ ∈ A′, x′′ ∈ A′′) .

Пусть U0 – окрестность точки x0, U0 ⊂ B × A′′, настолько мала, что
для любого x ∈ U0 справедливо y′ = f ′(x) ∈ A′. Прежде всего, функции
f1, . . . , fp независимы в U0 в силу предыдущей теоремы. Покажем, что
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через них выражаются функции fp+1, . . . , fm, т. е. выражается вектор-
функция f ′′. Возьмем произвольную точку x ∈ U0 и обозначим y′ = f ′(x).
Тогда, в силу выбора U0, y′ ∈ A′, x′′ ∈ A′′. Поскольку при этом x′ ∈ B, то
обязательно x′ = ϕ(y′, x′′). В той же точке x будет

f ′′(x) = f ′′(x′, x′′) = f ′′(ϕ(y′, x′′), x′′) = h(y′, x′′) =

= Φ(y′) = Φ(f ′(x)) = Φ(f1(x), . . . , fp(x)).

Таким образом,

fp+j(x) = Φj(f1(x), . . . , fp(x)) (j = 1, . . . ,m − p)

для каждого x ∈ U0, и теорема доказана.

Замечание 1. В условиях теоремы независимыми будут те p функ-
ций, у которых строки частных производных линейно независимы. Это
следует из достаточного условия независимости, которое можно коротко
сформулировать так: если градиенты функций f 1, . . . , fm линейно неза-
висимы, то и сами эти функции независимы.

Замечание 2 (геометрический смысл теоремы).Доказанная тео-
рема имеет и геометрическую формулировку, которую называют теоре-
мой о постоянном ранге.

Пусть f – отображение класса C1 открытого множества E ⊂ Rn в про-
странство Rm. Предположим, что для любого x ∈ E производная f ′(x)

имеет один и тот же ранг p ≤ min(m,n). Тогда для любого x0 ∈ E най-
дется такая окрестность U0, что ее образ M0 = f(U0) является p-мерным
многообразием класса C1 в пространстве Rm.



ò. 1. ñ. 372

346 Экзаменационные билеты

Экзаменационные билеты

Первый семестр

Билет 1.
1. Точные верхняя и нижняя грани ограниченного множества, теорема

об их существовании.
2. Теорема Коши (обобщенная теорема о среднем значении).

Билет 2.
1. Теорема о существовании корня.
2. Первое правило Лопиталя о раскрытии неопределенностей.

Билет 3.
1. Определение предела последовательности и его геометрический

смысл. Единственность предела, ограниченность сходящейся последова-
тельности.

2. Второе правило Лопиталя о раскрытии неопределенностей.

Билет 4.
1. Предельный переход и неравенства для последовательностей. Тео-

рема о трех последовательностях.
2. Формула Тейлора с остатком в форме Лагранжа и следствия из нее.

Билет 5.
1. Арифметические свойства сходящихся последовательностей.
2. Формула Тейлора с остатком в форме Пеано, единственность мно-

гочлена Тейлора.

Билет 6.
1. Бесконечно большие и бесконечно малые последовательности и связь

между ними.
2. Теорема Дарбу о промежуточном значении производной.

Билет 7.
1. Лемма Кантора о вложенных отрезках.
2. Теорема Лагранжа о среднем значении и следствия из нее.
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Билет 8.
1. Подпоследовательности, лемма Больцано – Вейерштрасса.
2. Теорема Ролля о корне производной.

Билет 9.
1. Критерий Коши сходимости последовательности.
2. Определение дифференцируемости и определение производной, их

эквивалентность. Непрерывность дифференцируемой функции. Геомет-
рический смысл производной.

Билет 10.
1. Критерий сходимости монотонной последовательности.
2. Разложение некоторых элементарных функций по формуле Макло-

рена.

Билет 11.
1. Число e.
2. Дифференцируемость и арифметические операции.

Билет 12.
1. Частичные пределы последовательности, верхний и нижний преде-

лы, теорема об их существовании. Критерий сходимости.
2. Производные основных элементарных функций.

Билет 13.
1. Счетность множества рациональных чисел и несчетность множества

действительных чисел.
2. Условия монотонности функции в терминах производной.

Билет 14.
1. Два определения предела функции и их эквивалентность. Геомет-

рический смысл предела.
2. Выпуклые функции и их свойства (ограниченность и односторонняя

дифференцируемость).
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Билет 15.
1. Единственность предела, локальная ограниченность функции, име-

ющей предел. Пределы функций и арифметические операции.
2. Необходимое и достаточные условия экстремумов. Применение фор-

мулы Тейлора для нахождения экстремумов. Глобальные экстремумы.

Билет 16.
1. Предельный переход и неравенства, теорема о трех пределах для

функций.
2. Теорема Ферма о корне производной.

Билет 17.
1. Предел limx→0

sin x
x .

2. Теорема о производной композиции и обратной функции.

Билет 18.
1. Критерий Коши существования предела функции.
2. Критерии выпуклости. Точки перегиба и способы их нахождения.

Билет 19.
1. Критерий существования предела монотонной функции.
2. Условия монотонности функции в терминах производной.

Билет 20.
1. Теорема о замене переменной в пределах функций.
2. Выпуклые функции и их свойства (ограниченность и односторонняя

дифференцируемость).

Билет 21.
1. Частичные, верхний и нижний пределы функции, теорема об их

существовании.
2. Теорема о производной композиции и обратной функции.
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Билет 22.
1. Различные определения непрерывности функции в точке и их экви-

валентность. Геометрический смысл непрерывности.
2. Теорема Ролля о корне производной.

Билет 23.
1. Классификация точек разрыва функции, примеры.
2. Второе правило Лопиталя о раскрытии неопределенностей.

Билет 24.
1. Непрерывность и арифметические операции, непрерывность элемен-

тарных функций.
2. Формула Тейлора с остатком в форме Лагранжа и следствия из нее.

Билет 25.
1. Теорема о непрерывности композиции.
2. Теорема Лагранжа о среднем значении и следствия из нее.

Билет 26.
1. Непрерывность и разрывы монотонной функции, теорема о множе-

стве точек разрыва.
2. Первое правило Лопиталя о раскрытии неопределенностей.

Билет 27.
1. Теорема Больцано – Коши о корне и следствие. Критерий непре-

рывности монотонной функции.
2. Разложение основных элементарных функций по фомуле Макло-

рена.

Билет 28.
1. Первая теорема Вейерштрасса для непрерывных функций.
2. Теорема Ферма о корне производной.
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Билет 29.
1. Вторая теорема Вейерштрасса для непрерывных функций.
2. Определение дифференцируемости и определение производной, их

эквивалентность. Непрерывность дифференцируемой функции. Геомет-
рический смысл производной.

Билет 30.
1. Теорема о непрерывности обратной функции. Обратные тригоно-

метрические функции.
2. Необходимое и достаточные условия существоания экстремумов,

применение формулы Тейлора для нахождения экстремумов. Глобальные
экстремумы.

Билет 31.
1. Определение показательной функции и ее свойства. Логарифмиче-

ская и степенная функции и их свойства.
2. Критерии выпуклости. Точки перегиба и способы их нахождения.

Билет 32.
1. Предел limx→0 (1 + x)1/x. Следствия.
2. Дифференцируемость и арифметические операции.

Билет 33.
1. Сравнение логарифмической, степенной и показательной функций.
2. Теорема Дарбу о промежуточных значениях производной.

Билет 34.
1. Равномерная непрерывность, теорема Кантора.
2. Теорема Коши (обобщенная теорема о среднем значении).
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Второй семестр 1

Билет 1.
1. Обобщенная теорема Ньютона – Лейбница. Следствие. Понятие обоб-

щенной первообразной. Теорема об обобщенной первообразной.
2. Пространство Rn. Скалярное произведение и его свойства. Норма.

Неравенства Коши и треугольника. Расстояние.

Билет 2.
1. Интегрирование тригонометрических функций. Примеры.
2. Открытые множества и их свойства. Примеры. Внутренность мно-

жества.

Билет 3.
1. Интегрирование биномиального дифференциала.
2. Замкнутые множества и их свойства. Примеры. Замыкание множе-

ства.

Билет 4.
1. Вторая теорема о среднем значении. Формулы Бонне.
2. Связь между замкнутыми и открытыми множествами. Соотноше-

ния двойственности. Различные определения внутренности и замыкания
и их эквивалентность.

Билет 5.
1. Основная теорема интегрального исчисления и теорема Ньютона –

Лейбница.
2. Компактные множества. Лемма о вложенных сегментах. Лемма и

теорема Гейне – Бореля. Лемма Больцано – Вейерштрасса.

Билет 6.
1. Формула Тейлора с остатком в интегральной форме.
2. Сходящиеся последовательности в Rn. Единственность предела, огра-

ниченность сходящейся последовательности. Сходимость последователь-
ности и покоординатная сходимость.

1Из программы экзамена исключена тема 14 "Функции на многообразиях".
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Билет 7.
1. Формула интегрирования по частям и две теоремы о замене пере-

менной в определенном интеграле.
2. Предельный переход и арифметические операции для последова-

тельностей в Rn. Критерий Коши.

Билет 8.
1. Путь и его длина. Достаточное условие спрямляемости. Теорема о

вычислении длины пути. Спрямляемые жордановы кривые. Длина кри-
вой. Длина графика функции.

2. Характеризация предельной точки множества в терминах последо-
вательностей. Лемма Больцано – Вейерштрасса.

Билет 9.
1. Теорема о дифференцировании интеграла с переменным верхним

пределом от непрерывной функции. Замечание об обратном утверждении.
2. Определение предела вектор-функции многих переменных по Коши

и по Гейне и их эквивалентность. Арифметические свойства пределов.

Билет 10.
1. Первая теорема о среднем значении и следствие из нее.
2. Определение непрерывности вектор-функции многих переменных.

Связь между непрерывностью вектор-функции и непрерывностью ее ком-
понент. Арифметические свойства непрерывных функций.

Билет 11.
1. Интегрирование по частям и замена переменной в неопределенном

интеграле. Примеры.
2. Теорема о непрерывности композиции вектор-функции многих пе-

ременных. Примеры.
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Билет 12.
1. Интегралы вида

∫
R
(
x

p1
q1 , . . . , x

pn
qn

)
dx и

∫
R

(
x,
(

αx+β
γx+δ

)1/m
)

dx, где

R – рациональная функция.
2. Первая и вторая теоремы Вейерштрасса о непрерывных вектор-

функциях многих переменных на компактных множествах. Теорема о
компактности непрерывного образа компактного множества.

Билет 13.
1. Интегрирование дробно рациональных функций. Примеры. Метод

Остроградского.
2. Равномерная непрерывность и теорема Кантора для вектор-функций

многих переменных.

Билет 14.
1. Критерий интегрируемости по Риману в терминах сумм Дарбу и в

терминах колебаний.
2. Определение связного множества. Критерий связности в одномер-

ном пространстве.

Билет 15.
1. Определение и элементарные свойства определенного интеграла, его

геометрический смысл. Необходимое условие интегрируемости. Примеры.
2. Теорема о связности непрерывного образа связного множества. След-

ствие (теорема Больцано – Коши). Линейная связность и связность.

Билет 16.
1. Линейность и аддитивность интеграла, интеграл от модуля функ-

ции. Монотонность интеграла и следствие.
2. Линейные формы. Непрерывность линейной формы. Сопряженное

пространство, базис в сопряженном пространстве. Гиперплоскость и од-
нородная гиперплоскость.
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Билет 17.
1. Вычисление площади области, граница которой задана в полярных

координатах. Примеры.
2. Определение дифференцируемости действительной функции мно-

гих переменных. Понятие производной и дифференциала. Касательная
гиперплоскость и геометрический смысл производной.

Билет 18.
1. Интегрирование на подынтервалах. Изменение значений функции в

конечном числе точек и интегрируемость.
2. Теорема о производной аффинной функции. Единственность диф-

ференциала и непрерывность дифференцируемой действительной функ-
ции многих переменных.

Билет 19.
1. Интегрируемость непрерывной и монотонной функций, функции,

имеющей конечное число точек разрыва.
2. Частные производные действительной функции, их связь с произ-

водной. Примеры. Геометрический смысл частных производных.

Билет 20.
1. Вычисление площади поверхности тела вращения.
2. Функции класса C1 и их дифференцируемость.

Билет 21.
1. Дифференцирование интегралов, пределы интегрирования которых

являются дифференцируемыми функциями.
2. Производная по направлению и ее геометрический смысл. Теорема о

существовании производной по направлению у дифференцируемой функ-
ции и правило ее нахождения с помощью частных производных. Пример,
показывающий, что эта теорема необратима.
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Билет 22.
1. Интегрирование рациональных функций. Примеры. Метод Остро-

градского.
2. Понятие градиента. Направление наискорейшего роста действитель-

ной функции многих переменных.

Билет 23.
1. Интегрируемость модуля, линейной комбинации и произведения ин-

тегрируемых функций.
2. Лемма о дифференцируемости функции ϕ(t) = f(a + th) (0 ≤ t ≤

1). Теорема о среднем для действительной функции многих переменных
(аналог теоремы Лагранжа).

Билет 24.
1. Суммы Дарбу и их свойства. Интегралы Дарбу.
2. Теорема о постоянстве действительной функции многих перемен-

ных.

Билет 25.
1. Вычисление объема тела вращения.
2. Производная векторной функции действительной переменной. Тео-

рема о производной сложной функции (цепное правило).

Билет 26.
1. Основная теорема интегрального исчисления и теорема Ньютона –

Лейбница.
2. Частные производные высших порядков. Примеры. Пример функ-

ции с различными смешанными производными.

Билет 27.
1. Неопределенный интеграл и его простейшие свойства. Таблица ин-

тегралов.
2. Теорема Шварца о равенстве смешанных производных.
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Билет 28.

1. Определение и элементарные свойства определенного интеграла, его
геометрический смысл. Необходимое условие интегрируемости. Примеры.

2. Формула Тейлора для действительной функции многих переменных.

Билет 29.

1. Критерии интегрируемости по Риману в терминах сумм Дарбу и в
терминах колебаний.

2. Квадратичные формы, знакоопределенные квадратичные формы,
примеры. Критерий Сильвестра.

Билет 30.

1. Интегрирование по частям и замена переменной в неопределенном
интеграле. Примеры.

2. Необходимое условие экстремума дифференцируемой функции мно-
гих переменных. Примеры. Достаточное условие экстремума. Случай
функции двух переменных.

Билет 31.

1. Понятие измеримости по Жордану. Вычисление площадей с по-
мощью определенного интеграла. Примеры.

2. Линейное отображение и его норма. Непрерывность линейного отоб-
ражения. Композиция линейных отображений. Аффинные отображения.

Билет 32.

1. Интегрирование рациональных функций. Примеры. Метод Остро-
градского.

2. Дифференцируемые отображения. Дифференцируемость линейного
отображения. Непрерывность дифференцируемого отображения. Един-
ственность производной.

Билет 33.

1. Суммы Дарбу и их свойства. Интегралы Дарбу.

2. Связь между дифференцируемостью отображения и дифференци-
руемостью его компонент. Дифференцируемость отображения класса C1.
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Билет 34.
1. Интегрируемость непрерывной и монотонной функций, функции,

имеющей конечное число точек разрыва.
2. Матрица Якоби и якобиан дифференцируемого отображения. Тео-

рема о производной сложной функции для дифференцируемых отобра-
жений. Цепное правило.

Билет 35.
1. Критерии Дарбу и Лебега интегрируемости ограниченной функции

(без доказательства).
2. Обратимость линейного отображения. Теорема об обратной функ-

ции. Следствие (о якобиане обратного отображения).

Билет 36.
1. Неопределенный интеграл и его простейшие свойства. Таблица ин-

тегралов.
2. Теорема о неявной функции.
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Абсолютная величина, 13

Аддитивность интеграла Римана, 194

Аксиомы сложения, 3

Аксиомы умножения, 3

Арифметические свойства

- непрерывных функций, 253

- пределов последовательностей в Rn,
245

- пределов функций, 252

Асимптота вертикальная, 155

Асимптота наклонная, 155

Ассоциативность сложения, 3

Ассоциативность умножения, 3

Аффинное отображение, 305

Базис

– дуальный, 265

– сопряженный со стандартным, 265

– стандартный в Rn, 229

– стандартный в сопряженном про-
странстве, 265

Базисный вектор, ei, 229

Биективное отображение, 314

Биекция, 314

Биномиальный дифференциал, 174

Бином Ньютона, 5

Вектор

– касательный к многообразию, 329,
330

– нормальный к многообразию, 333

– производный, 286

Взаимно однозначное отображение, 314

Внешняя мера Жордана, 217

Внутренность множества, 233, 237

Внутренность прямоугольника, 216

Внутренняя мера Жордана, 217

Вторая производная, 128

Второй замечательный предел, 96

Выпуклое множество, 261

Выражение подынтегральное, 158

Вырожденная фигура, 216

Вырожденный прямоугольник, 216

Гиперболоид однополостный, 329

Гиперплоскость, 265, 326

- однородная, 265

Гиперповерхность, 327

Гладкое многообразие, 326

Градиент, 282

Граница

– множества

– верхняя, 6

– нижняя, 6

– точная верхняя, sup, 7

– точная нижняя, inf, 7

– функции

– верхняя, 256

– точная верхняя, 256

Грань

– множества

– верхняя, sup, 7

– нижняя, inf, 7

– функции

– верхняя, 85, 256
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Грань функции нижняя, 85
График многомерной функции, 267
Декартова плоскость, R2, 216
Дефект отображения, 325
Диаметр множества, 238
Диаметр разбиения, 176
Дистрибутивный закон, 3
Дифференциал, 156
– многомерной действительной функ-

ции, 267
Дифференцируемость выпуклой функ-

ции односторонняя, 150
Дифференцируемый путь, 223
Длина кривой, 225
Длина пути, 222
Длина явно заданной кривой, 226
Дополнение множества, 236
Достаточное условие
– зависимости системы функций, 342
– независимости системы функций,

341
– расходимости последовательности,

19
– спрямляемости пути, 222
– строгой монотонности дифферен-

цируемой функции, 141
– экстремума, 299

– второе, 146
– первое, 145

Дробь правильная рациональная, 165
Евклидова норма (длина) вектора, 230
Единица, 3
Единственность
– многочлена Тейлора, 131
– предела

– в Rn, 243
– последовательности, 17
– функции, 55

Задание многообразия явное, 327

Замена переменной в интеграле Рима-
на, 210, 213

Замена переменной в неопределенном
интеграле, 163

Замыкание множества, 237

Инвариантность формы дифференци-
ала, 156

Интеграл

– Дарбу верхний, 183

– Дарбу нижний, 183

– неопределенный, 158

– определенный, 177

– Римана, 177

– с переменным пределом, 203

Интегрирование, 158

Интегрируемость

– линейной комбинации интегрируе-
мых функций, 190

– модуля интегрируемой функции,
190

– на подынтервалах, 191

– произведения интегрируемых функ-
ций, 191

Интервал, 14

– открытый n-мерный, 232

Кардиоида, 221

Касательная

– гиперплоскость, 268

– к кривой, 334

– плоскость к многообразию, 334

Касательное пространство к многооб-
разию, 330

Класс непрерывно дифференцируемых
функций C1, 277

Класс функций Ck([a, b]), 128

Класс функций Cq , 291

Колебание функции, 185

Коммутативность скалярного произве-
дения, 230

Коммутативность сложения, 3
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Коммутативность умножения, 3

Композиция линейных отображений, 305

Композиция отображений, 311

Композиция функций, 250

Компоненты векторной функции, 249

Компоненты отображеня, 302

Конец пути, 222, 261

Конус, 329

Координата вектора, 229

Координаты линейной формы в стан-
дартном базисе, 265

Корень n-й степени, n
√ , 12

Кривая

– жорданова, 225

– спрямляемая, 225

– простая, 225

Критерий

– выпуклости дважды дифференци-
руемой функции, 153

– выпуклости дифференцируемой функ-
ции, 152

– Дарбу, 189

– интегрируемости в терминах коле-
баний, 185

– интегрируемости по Риману, 184

– Коши существования предела функ-
ции, 64

– Коши сходимости последователь-
ности, 30

– Коши сходимости последователь-
ности в Rn, 246

– Лебега интегрируемости по Рима-
ну, 190

– монотонности дифференцируемой
функции, 141

– непрерывности монотонной функ-
ции, 83

– отрицательной определенности квад-
ратичной формы, 297

– связности в R, 259

Критерий

– Сильвестра, 297

– сходимости монотонной последова-
тельности, 34

– сходимости последовательности в
терминах верхнего и нижне-
го пределов, 45

Лемма

– Больцано – Вейерштрасса, 28, 241,
247

– Гейне – Бореля, 239

– Кантора о вложенных отрезках, 27

– о вложенных сегментах, 238

Лемниската Бернулли, 328

Линейность интеграла Римана, 193

Максимум

– локальный, 143, 297

– строгий, 143, 297

– на многообразии условный, 336

– строгий, 336

Матрица

– квадратичной формы, 293

– линейного отображения, 302

– Якоби, 309

Мера

– Жордана, 217

– прямоугольника, 216

– фигуры, 217

Метод множителей Лагранжа, 337

Метод Остроградского интегрирования
рациональной функции, 170

Минимум

– локальный, 143, 297

– строгий, 143

Миноры матрицы главные, 297

Многообразие

– двумерное, 327

– непрерывно дифференцируемое, 326

– одномерное, 327

Многочлен, 77
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Многочлен Тейлора, 131

Множества эквивалентные, 49

Множество

– бесконечное, 50

– действительных чисел, R, 2

– расширенное, R, 42

– замкнутое, 235

– значений функции, 48

– измеримое по Жордану, 217

– индуктивное, 4

– квадрируемое, 217

– компактное, 238

– конечное, 50

– лебеговой меры нуль, 189

– линейно связное, 261

– не более чем счетное, 80

– неизмеримое по Жордану, 218

– неограниченное, 9

– сверху (снизу), 9

– несчетное, 50

– ограниченное, 6

– в Rn, 237, 238

– сверху, 6

– снизу, 6

– открытое, 231

– относительно открытое, 255

– рациональных чисел, Q, 10

– связное, 258

– счетное, 50

– уровня функции, 337

– целых чисел, Z, 9

– элементарное, 216

Множители Лагранжа, 338

Модуль числа, 13

Монотонность интеграла Римана, 195

Направление наискорейшего роста функ-
ции, 283

Натуральное число, 4

Натуральный логарифм, 96

Начало пути, 222, 261

Необходимое условие
- интегрируемости, 178
– сходимости последовательности, 18
– экстремума, 298

– на многообразии, 337
Неопределенность, 26
–

[
0
0

]
, 26

–
[∞
∞

]
, 26

– [∞−∞], 26
– [1∞], 105

Непрерывность показательной функции,
94

Неравенство
– Бернулли, 5
– Коши, 230
– треугольника, 230

Норма линейного отображения, 303
Нуль, 3
– пространства Rn, 229

n-мерный вектор, 229
n-мерное пространство, Rn, 229
Область значений функции (отображе-

ния), 249
Область определения функции (отоб-

ражения), 48, 249
Обратное отображение, 314
Общий вид гиперплоскости, 265
Общий вид линейной формы, 264
Объем тела вращения, 226
Ограниченность функции локальная, 56
Однородность второго порядка квад-

ратичной формы, 293
Окрестность
– бесконечности, 14
– точки, 14, 231

– проколотая, 14
Определение
– дескриптивное, 158
– конструктивное, 158
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Определение

– непрерывности функции в терми-
нах окрестностей, 253

– предела в смысле Гейне, 57

Определитель Якоби, 310

Ортогональное дополнение, 333

Ортогональные векторы, 333

Остаток формулы Тейлора

– в интегральной форме, 215

– в форме Лагранжа, 137

– в форме Пеано, 131

Открытое покрытие множества, 238

Отображение

– дифференцируемое, 305

– на множестве, 309

– класса C1, 309

– линейное, 302

– множеств, 249

Отрезок, 14

– в Rn, 261

– частичный, 176

Отрицание определения предела, 17

Параметризация жордановой кривой,
225

Первообразная, 157

– обобщенная, 207

Плотность рациональных чисел, 10

Площадь

– круга, 219

– поверхности вращения, 227

– прямоугольника, 216

– сектора, 219

Поверхность вращения, 227

Подграфик функции, 218

Подпокрытие конечное, 238

Подпоследовательность, 28

Полнота множества действительных чи-
сел, 3

Полуинтервал, 14

Полупрямая, 14

Полярные координаты, 220

Последовательность, 15

– бесконечно большая, 25

– бесконечно малая, 24

– возрастающая, 33

– Коши в Rn, 246

– монотонная, 33

– строго, 33

– невозрастающая, 33

– неубывающая, 33

– нефундаментальная, 32

– ограниченная, 18

– в Rn, 244

– сверху (снизу), 18

– расходящаяся, 16, 17

– стационарная, 16

– сходящаяся, 16

– точек из Rn, 243

– убывающая, 33

– фундаментальная в Rn, 246

– фундаментальная (сходящаяся в се-
бе), 30, 32

Правило

– Лопиталя второе, 126

– Лопиталя первое, 124

– цепное, 288, 313

Предел

– второй замечательный, 96

– интегральных сумм, 176, 177

– первый замечательный, 60

– последовательности, 15

– бесконечный, 25

– верхний, 43

– нижний, 43

– точек из Rn, 243

– частичный, 39

– функции, 53

– бесконечный, 63

– верхний, 70

– в смысле Гейне, 56, 252
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Предел функции

– в смысле Коши, 53

– нижний, 70

– односторонний, 62

– по множеству, 250

– слева, 62

– справа, 62

– частичный, 69

Примитивная, 157

Принцип Архимеда, 10

Принцип математической индукции, 4

Приращение независимой переменной,
156

Приращение функции, 156

Произведение скалярное (внутреннее),
229

Произведение числа на вектор, 229

Производная, 107

– векторной функции действительно-
го переменного, 286

– высшего порядка, 128

– левая, 110

– многомерной действительной функ-
ции, 267

– односторонняя, 110

– отображения, 305

– по направлению, 279

– правая, 110

– частная, 273

– высшего порядка, 289

– смешанная, 289

Промежуток в R, 259

Прообраз множества, 249

Пространство линейных форм, 264

Пространство сопряженное, (Rn)∗, 264

Прямая, проходящая через точку в на-
правлении заданного векто-
ра, 280

Прямоугольник, 216

Путь, 221
– в Rn, 261
– Жорданов, 224
– класса C1, 223
– простой, 224
– соединяющий точки, 261
– спрямляемый, 222

Разбиение отрезка, 176
Разложения элементарных функций по

формуле Маклорена, 133
Разрыв функции, 74
– второго рода 75
– первого рода 75
– устранимый, 74

Ранг матрицы, 325
Ранг отображения, 325
Расстояние
– между точками, 231
– от точки до гиперплоскости, 338
– от точки до множества, 267

Свойства замкнутых множеств, 236
Свойства открытых множеств, 233
Свойство промежуточных значений не-

прерывной функции, 83
Связь между бесконечно большими и

бесконечно малыми последо-
вательностями, 25

Сегмент, 14
Символ Ландау o, 104
Символ Ландау O, 104
Система зависимых функций, 340
Система независимых функций, 341
Скачок функции в точке, 75
След пути, 222
– в Rn, 261

Соотношение двойственности, 236
Соотношения порядка, 2
Спираль Архимеда, 221
Сужение функции на множество, 88
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Сумма

– векторов, 229

– Дарбу верхняя, 181

– Дарбу нижняя, 181

– интегральная, 176

Тело вращения, 226

Теорема

– Больцано – Коши, 261

– о корне, 82

– Вейерштрасса, вторая, 86, 256

– первая, 84, 255

– Гейне – Бореля, 240

– Гурьева о трех пределах, 20

– Дарбу о промежуточных значениях
производной, 123

– интегрального исчисления основ-
ная , 206

– Кантора, 102, 257

– Коши, 121

– Лагранжа, 119

– многомерная, 284

– Лопиталя вторая, 126

– первая, 124

– Ньютона – Лейбница, 206

– обобщенная, 206

– об измеримости подграфика инте-
грируемой функции, 218

– об интегрировании рациональной
функции, 168

– об интегрируемости монотонной функ-
ции, 186

– об интегрируемости непрерывной
функции, 186

– об интегрируемости функции, име-
ющей конечное число точек
разрыва, 187

– об обратимости линейного отобра-
жения, 314

– об обратной функции, 315

– о вычисленни длины пути, 223

Теорема
– о замене переменной в пределах

функций, 68
– о верхнем пределе последователь-

ности, 44
– о дифференцируемости отображе-

ния (функции) класса C1,
277, 309

– о единственности дифференциала,
270

– о единственности производной отоб-
ражения, 307

– о множестве точек разрыва моно-
тонной функции, 80

– о непрерывном образе компактного
множества, 257

– о непрерывном образе связного мно-
жества, 260

– о непрерывном прообразе открыто-
го множества, 255

– о непрерывности
– дифференцируемого отображе-

ния, 306
– дифференцируемой функции, 271
– монотонной функции, множеством

значений которой является от-
резок, 81

– обратной функции, 89
– сложной функции (композиции),

78, 254
– о несчетности множества действи-

тельных чисел, 50
– о неявной функции, 322
– о нижнем пределе последователь-

ности, 45
– о постоянном ранге, 345
– о производной

– аффинной функции, 270
– интеграла с переменным верх-

ним пределом, 204
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Теорема
– о производной

– композиции, 112, 287, 311
– обратной функции, 113

– о равномерной непрерывности ли-
нейного отображения, 304

– о равномерной непрерывности ли-
нейной формы, 263

– о разложении рациональной функ-
ции на простые дроби, 168

– о сохранении знака непрерывной
функции, 77

– о среднем
– значении вторая, 199
– значении интеграла Римана, 197
– значении первая, 197
– многомерная, 284

– о существовании
– верхней грани, 8
– корня, 11
– нижней грани, 8
– обобщенной первообразной, 208
– первообразной у непрерывной функ-

ции, 157
– предела монотонной функции,

66
– предела функции в терминах верх-

него и нижнего пределов, 70
– о счетности множества рациональ-

ных чисел, 50
– о трех пределах для функций, 60
– о характере точек разрыва моно-

тонной функции, 79
– Ролля, 118
– Ферма, 117
– Чебышева об интегрировании би-

номиального дифференциа-
ла, 175

– Шварца, 289

Точка
– множества

– внутренняя, 231
– изолированная, 253
– предельная, 234, 247

– n-мерная, 229
– перегиба, 154
– функции

– критическая, 144, 299
– стационарная, 144, 299
– экстремальная, 144

Транзитивность неравенств, 2
Трапеция криволинейная, 177
Фигура, 216
Форма
– линейная, 263

– нулевая, 264
– квадратичная, 293

– знакоопределенная, 294
– неопределенная, 294
– отрицательно определенная, 294
– отрицательно полуопределенная,

294
– положительно определенная, 293
– положительно полуопределенная,

294
Формула
– Бонне, 201
– Валлиса, 212
– интегрального исчисления основ-

ная, 206
– интегрирования по частям

– для неопределенного интеграла,
159

– интеграла Римана, 209
– конечных приращений, 119

– обобщенная, 121
– Маклорена, 133
– Тейлора многомерная, 292
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Формула

– Тейлора с остатком

– в интегральной форме, 215

– в форме Лагранжа, 137

– в форме Пеано, 131

Функции эквивалентные, 102

Функция, 48

– арккосинуса, 90

– арккотангенса, 90

– арксинуса, 89

– арктангенса, 90

– аффинная, 267

– биективная, 87

– векторная действительного пере-
менного, 286

– векторная многих переменных, 249,
302

– взаимно однозначная, 49

– вогнутая (выпуклая вверх), 150

– выпуклая (выпуклая вниз), 149

– действительная многих переменных,
249

– Дирихле, 74, 179

– дифференцируемая в точке, 107

– дифференцируемая многомерная дей-
ствительная, 267

– дифференцируемая на интервале,
118

– дифференцируемая на множестве,
277

– дифференцируемая на отрезке, 123

– знака, sign, 54

– интегрируемая на отрезке, 177

– Лагранжа, 339

– логарифмическая, 95

– монотонная, 66

– монотонно возрастающая (убываю-
щая), 66, 140

– неинтегрируемая на отрезке, 177

– непрерывная в точке, 71, 252

Функция

– непрерывная на интервале, 78

– непрерывная на множестве, 254

– непрерывная на отрезке, 78

– непрерывная слева (справа) в точ-
ке, 72

– непрерывно дифференцируемая, 209

– непрерывно дифференцируемая мно-
гомерная действительная, 277

– нечетная, 155

– обратная, 88

– ограниченная, 55, 255

– ограниченная сверху (снизу), 55,
85, 256

– периодическая, 155

– подынтегральная, 158

– показательная, 93

– равномерно непрерывная, 100, 257

– разрывная в точке, 72

– рациональная (дробь), 77, 165

– Римана, 76, 181

– сложная, 250

– с различными смешанными произ-
водными, 289

– степенная с действительным пока-
зателем, 96

– строго возрастающая (убывающая),
140

– строго выпуклая вниз, 149

– строго монотонная, 66

– ступенчатая, 180

– тождественно постоянная, 140

– целой части, 76

– четная, 155

– экспоненциальная, 96

– i-й проекции, 249

Циклоида, 224

Число

– e, 37

– рациональное, 10
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Число целое, 9
Шар замкнутый, 235
Шар открытый, 231
Эквивалентность определений предела

функции по Коши и по Гейне,
57

Экстремум глобальный, 148
Экстремум локальный, 144, 297
Экстремум условный, 336
Элемент
– множества

– наибольший, 6
– наименьший, 6

– обратный, 3
– последовательности, 15
– противоположный, 3

Ядро линейной формы, 266
Ядро отображения, 325
Якобиан, 310
– для системы функций, 322



ò. 1. ñ. 394

Íàâ÷àëüíå âèäàííÿ

ÊÎËßÄÀ Â. ².
ÊÎÐÅÍÎÂÑÜÊÈÉ À. Î.

ÊÓÐÑ ËÅÊÖ²É 
Ç ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÍÎÃÎ ÀÍÀË²ÇÓ

Ó äâîõ ÷àñòèíàõ

×àñòèíà 1

Ðîñ³éñüêîþ ìîâîþ



ò. 1. ñ. 395

Çàâ³äóâà÷êà ðåäàêö³¿ Ò. Ì. Çàáàíîâà
Ðåäàêòîð Í. ß. Ðèõò³ê

Òåõí³÷íèé ðåäàêòîð Ì. Ì. Áóøèí
Äèçàéíåð îáêëàäèíêè Â. ². Êîñòåöüêèé

Êîðåêòîð Î. Ã. Äàéáîâà



ò. 1. ñ. 396

Çäàíî ó âèðîáíèöòâî 04.06.2009. Ï³äïèñàíî äî äðóêó 28.07.2010. 
Ôîðìàò 60õ84/16. Ïàï³ð îôñåòíèé. Äðóê îôñåòíèé. Óì. äðóê. àðê. 23,25. 

Òèðàæ 100 ïðèì. Âèä. ¹ 104. Çàì. ¹ 285.

Íàäðóêîâàíî ç ãîòîâîãî îðèã³íàë-ìàêåòà

Âèäàâíèöòâî ³ äðóêàðíÿ «Àñòðîïðèíò»
65091, ì. Îäåñà, âóë. Ðàçóìîâñüêà, 21

Òåë.: (0482) 37-07-95, 37-14-25, 33-07-17, (048) 7-855-855
www.astroprint.odessa.ua

Ñâ³äîöòâî ñóá’ºêòà âèäàâíè÷î¿ ñïðàâè ÄÊ ¹ 1373 â³ä 28.05.2003 ð.



ò. 1. ñ. 397

Êîëÿäà Â. È., Êîðåíîâñêèé À. À.
Ê 62  Êóðñ ëåêöèé ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó : â 2-õ ÷. ×. 1 / 

Â. È. Êîëÿäà, À. À. Êîðåíîâñêèé. — Îäåññà : Àñòðîïðèíò, 2010. — 
XXVI, 374 ñ. 

ISBN 978–966–190–173–4
Äàííûé êóðñ ëåêöèé ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ñòóäåíòîâ ìàòåìàòè÷åñêèõ 

ôàêóëüòåòîâ. Èçëîæåííûé ìàòåðèàë ðàññ÷èòàí íà 280 ëåêöèîííûõ 
÷àñîâ ïðè óñëîâèè, ÷òî èìååòñÿ ïðèìåðíî ñòîëüêî æå ÷àñîâ ïðàêòè-
÷åñêèõ èëè ëàáîðàòîðíûõ çàíÿòèé. Ïðèâåäåíà ïðîãðàììà âñåãî êóðñà, 
ðàçáèòîãî íà ÷åòûðå ñåìåñòðà. Êàæäûé ñåìåñòð äåëèòñÿ íà òðè ìîäó-
ëÿ, ïðîäîëæèòåëüíîñòü êîòîðûõ ñîñòàâëÿåò ñîîòâåòñòâåííî 8, 8 è 2 íå-
äåëè â ïåðâîì è òðåòüåì ñåìåñòðàõ è 7, 7 è 3 íåäåëè — âî âòîðîì è 
÷åòâåðòîì. Ïî èñòå÷åíèè êàæäîãî ìîäóëÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ ñâîáîäíàÿ 
îò çàíÿòèé íåäåëÿ, âî âðåìÿ êîòîðîé ñòóäåíòû ñäàþò ïðîñëóøàííûé 
ìàòåðèàë è ïîëó÷àþò áàëëû. Â êîíöå êàæäîãî ñåìåñòðà ñòóäåíò ïîëó-
÷àåò ñîîòâåòñòâóþùóþ îöåíêó â çàâèñèìîñòè îò îáùåãî êîëè÷åñòâà 
áàëëîâ, íàáðàííûõ íà òåîðåòè÷åñêèõ è ïðàêòè÷åñêèõ êîíòðîëüíûõ 
ìåðîïðèÿòèÿõ.

Êóðñ ëåêöèé ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé. Ïåðâàÿ ÷àñòü îòíîñèòñÿ ê 
ïåðâûì äâóì ñåìåñòðàì, âòîðàÿ — ê òðåòüåìó è ÷åòâåðòîìó ñåìåñòðàì. 
Â êîíöå êàæäîé ÷àñòè ïðèâåäåíû êîìïëåêòû ýêçàìåíàöèîííûõ áèëå-
òîâ ïî ïðîãðàììå êàæäîãî ñåìåñòðà â öåëîì.

ÁÁÊ 22.161ÿ73
ÓÄÊ 517(075.8)
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Ïîäàíèé êóðñ ëåêö³é ïðèçíà÷åíî äëÿ ñòóäåíò³â ìàòåìàòè÷íèõ ôàêóëüòå-
ò³â. Âèêëàäåíèé ìàòåð³àë ðîçðàõîâàíî íà 280 ëåêö³éíèõ ãîäèí çà óìîâè, ùî 
º ïðèáëèçíî ñò³ëüêè æ ãîäèí ïðàêòè÷íèõ ³ ëàáîðàòîðíèõ çàíÿòü. Íàâåäåíî 
ïðîãðàìó óñüîãî êóðñó, ïîä³ëåíîãî íà ÷îòèðè ñåìåñòðè. Êîæíèé ñåìåñòð ïî-
ä³ëåíî íà òðè ìîäóë³, òðèâàë³ñòü ÿêèõ ñòàíîâèòü â³äïîâ³äíî 8, 8 ³ 2 òèæí³ ó 
ïåðøîìó òà òðåòüîìó ñåìåñòðàõ òà 7, 7 ³ 3 òèæí³ — ó äðóãîìó òà ÷åòâåðòîìó. 
Ï³ñëÿ çàê³í÷åííÿ êîæíîãî ìîäóëÿ ïðîïîíóºòüñÿ â³ëüíèé â³ä çàíÿòü òèæäåíü, 
ï³ä ÷àñ ÿêîãî ñòóäåíòè ñêëàäàþòü ïðîñëóõàíèé ìàòåð³àë ³ îòðèìóþòü áàëè. 
Íàïðèê³íö³ êîæíîãî ñåìåñòðó ñòóäåíò îòðèìóº â³äïîâ³äíó îö³íêó çàëåæíî â³ä 
çàãàëüíî¿ ê³ëüêîñò³ áàë³â, íàáðàíèõ íà òåîðåòè÷íèõ òà ïðàêòè÷íèõ êîíòðîëü-
íèõ çàõîäàõ. 

Êóðñ ëåêö³é ñêëàäàºòüñÿ ç äâîõ ÷àñòèí. Ïåðøà ÷àñòèíà â³äíîñèòüñÿ äî 
ïåðøèõ äâîõ ñåìåñòð³â, äðóãà — äî òðåòüîãî ³ ÷åòâåðòîãî ñåìåñòð³â. Íàïðèê³í-
ö³ êîæíî¿ ÷àñòèíè íàâåäåíî êîìïëåêòè åêçàìåíàö³éíèõ á³ëåò³â çà ïðîãðàìîþ 
êîæíîãî ñåìåñòðó ó ö³ëîìó.
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