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ВСТУП

Темою даної роботи є "Асимптотична поведiнка розв’язкiв нелiнiйних
диференцiальних рiвнянь другого порядку".

Дослiдження даної теми займають важливе мiсце в розвитку якiсної
теорiї диференцiальних рiвнянь. Такого типу рiвняння виникають у багатьох
галузях природознавства. Наприклад, у другiй половинi XIX столiття в
астрофiзичних дослiдженнях Лейна та Емдена вперше з’явилося рiвняння,
яке в подальшому отримало назву Емдена-Фаулера. Це рiвняння зiграло
важливу роль у подальшому розвитку теорiї нелiнiйних неавтономних зви-
чайних диференцiальних рiвнянь. Виявлення багатьох типiв розв’язкiв у
рiвняння Емдена-Фаулера привело дослiдникiв до вивчення асимптотичних
властивостей узагальнених рiвнянь типу Емдена-Фаулера другого порядку,
а потiм до вивчення асимптотичних властивостей узагальнених двочленних
рiвнянь типу Емдена-Фаулера n-го порядку та неавтономних рiвнянь n-го
порядку загального виду. Основнi результати про поведiнку розв’язкiв таких
рiвнянь були отриманi в роботах Р. Емдена, Р. Фаулера, Ф. Аткiнсона, I. Т.
Кiгурадзе, Т. А. Чантурiя, О.В.Костiна, В. М. Євтухова та його учнiв, та
багатьох iнших авторiв.

Потiм разом з розвитком створеної у 1930 роцi I. Karamata теорiї
правильно змiнних функцiй, стала актуальною задача про дослiдження
асимптотичної поведiнки розв’язкiв двочленних диференцiальних рiвнянь
другого порядку з правильно змiнною нелiнiйнiстю. Такому виду рiвнянь
присвяченi роботи V. Marić, M. Tomić, S. D. Taliaferro, S. CanoCasanova, T.
Kusano, J. Manojlović, В. М. Євтухова, Л. А. Кирилової, М.О. Бєлозьорової,
В. М. Харькова. Найбiльш важливi результати для такого виду рiвнянь
n-го порядку були отриманi в роботi А. М. Самойленка та В. М. Євтухова i
в подальшому в роботах В.М. Євтухова та О.М. Клопота. У цей же перiод
дослiджувалися також диференцiальнi рiвняння, що мiстять у правiй части-
нi суми доданкiв з правильно змiнними нелiнiйностями, яким присвяченi
роботи В. М. Євтухова, В. А. Касьянової, О. О. Козьми, О. М. Клопота.
Окрiм того, в роботах В. Марiча, В. М. Євтухова, В. М. Харькова й А. Г.
Черникової дослiджувались двочленнi диференцiальнi рiвняння другого
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порядку зi швидко змiнною нелiнiйнiстю.

Основною мотивацiєю мiркувань в данiй роботi є знаменита атомна
модель Томаса-Фермi, яка описується наступною нелiнiйною сингулярною
граничною задачею

𝑦′′(𝑥) = 𝑥−
1
2𝑦

3
2 (𝑥), 𝑦(0) = 1, 𝑦(∞) = 0. (0.1)

Наведене вище рiвняння фактично є безрозмiрною формою радiально-
симетричного рiвняння Пуассона ∆𝑉 (𝑟) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 · 𝜌(𝑟), де 𝑉 (𝑟) - потенцiал
електронiв, що розглядаються як вироджений газ навколо ядра атома з
великим атомним номером та 𝜌(𝑟) - щiльнiсть газу, обчислена статистично,
𝑟 - вiдстань вiд ядра атома (прийнято вважати в станi спокою).

Бiльш загальним рiвнянням, яке є цiнним у фiзицi, є рiвняння Емдена-
Фаулера

𝑑

𝑑𝑡

(︂
𝑡𝜌
𝑑𝑢

𝑑𝑡

)︂
± 𝑡𝜎𝑢𝜆 = 0, (0.2)

де 𝜌,𝜎,𝜆 дiйснi числа.

Моею задачею було дослiдити асимптотичну поведiнку розв’язкiв, що
прямують до 0, наступного нелiнiйного диференцiального рiвняння

𝑦′′ = 𝑓(𝑥)𝜑(𝑦), (0.3)

де 𝑓(𝑥) та 𝜑(𝑦) неперевнi додатнi функцiї при 𝑥 > 0 та 𝑦 > 0 вiдповiдно.

Необхiдно було розглянути випадки, коли функцiї 𝑓(𝑥) та 𝜑(𝑦) є
правильно та швидко змiнними. Для проведення такого дослiдження була
вивчена вiдповiдна лiтература про властивостi таких функцiй, в тому числi
монографiя Марiча та Томича "Asymptotic properties of solutions of the
equation 𝑦 − 𝑓(𝑥)𝜑(𝑦)"[2] та книга Сенети "Правильно змiннi функцiї"[4].
Було дослiджено вже досягнутi результати, знайдено прогалини i намiчено
напрямки, в яких можна рухатися.

Метою данної роботи є детальне дослiдження асимптотичних вла-
стивостей розв’язкiв нелiнiйного диференцiального рiвняння (0.3). Для
того щоб реалiзувати поставлену цiль для випадку, який розглядається,
необхiдно виконати наступнi задачi:
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• Ввести основнi поняття та властивостi змiнних функцiй
• Розглянути попереднi результати у роботах вiдомих науковцiв для

бiльш глибокого вивчення питання
• Сформулювати та довести основнi теореми про асимптотичну пове-

дiнку розв’язкiв рiвняння (0.3)
• Розглянути практичне застосування проведенного дослiдження

У першому роздiлi даної роботи перш за все вводяться необхiднi
означення та описуються основнi властивостi правильно змiнних функцiй
у видi лем [1], якi знадобляться протягом наступних роздiлiв та стануть
важливим iнструментом у доведеннi асимптотичних властивостей розв’язкiв
рiвнянь дослiджуваного типу.

Другий роздiл присвячено попереднiм результатам вiдомих науковцiв
щодо цiєї теми. Тут приведенi теореми, доведенi Авакумовичем [3], Гелюком
[12], Маричем [2],[13],[14] та Вонгом [22]. Цей роздiл розглянуто у данiй робо-
тi для того, щоб якомога глибше зрозумiти iсторiю та обсяг уже досягнутого
у дослiджуванiй темi.

Третiй роздiл є основним у моїй роботi, тут розглядається вже конкре-
тний випадок, який i є темою дослiдження, а саме асимптотичнi властивостi
правильно змiнних розв’язкiв диференцiального рiвняння другого порядку
(0.3) у випадку, коли 𝑓 та 𝜑 - правильно змiннi функцiї. Доведення теореми
приведено у монографiї Марiча та Томича, але воно не є очевидним, тому
виникало багато питань щодо правильностi деяких пунктiв, що ставило ре-
зультат пiд сумнiв. Моєю задачею було провести повне детальне доведення
теореми з усiма розрахунками, що приведенi в данiй роботi. Було перевiрено
усi сумнiвнi моменти та отримано результат, що вiдповiдає результату з
монографiї.

Четвертий роздiл мiстить теорему аналогiчну до попередньої, але тут
функцiї 𝑓(𝑥) та 𝜑(𝑦) є швидко змiнними.

П’ятий роздiл є останнiм у данiй роботi i вiн присвячений питанню
використання на практицi асимптотичних властивостей правильно змiнних
розв’язкiв диференцiального рiвняння другого порядку (0.3) у випадку,
коли 𝑓 та 𝜑 - правильно та швидко змiннi функцiї. У цьому роздiлi наведено
вiсiм прикладiв застосування отриманих результатiв у рiзних сферах науки.
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ВИСНОВКИ

Данна дипломна робота присвячена вивченню нелiнiйних диференцi-
альних рiвнянь другого порядку та дослiдженню асимптотичної поведiнки
їх розв’язкiв. Основною мотивацiєю роботи є рiвняння Томаса-Фермi, а
також бiльш загальне рiвняння Емдена-Фаулера. Дослiдження проводилось
на базi рiвняння бiльш загального нiж вище згаданi, а саме

𝑦′′ = 𝑓(𝑥)𝜑(𝑦), (5.6)

де 𝑓(𝑥) та 𝜑(𝑦) неперервнi додатнi функцiї при 𝑥 > 0 та 𝑦 > 0 вiдповiдно.

У роботi розглядаються два конкретнi випадки, коли 𝑓 та 𝜑 - пра-
вильно змiннi функцiї та коли цi функцiї є швидко змiнними.

Перший роздiл роботи є допомiжним. У ньому вводяться необхiднi
означення та описуються основнi властивостi правильно змiнних функцiй
у видi лем. Цей роздiл є важливим та необхiдним для повного розумiння
теоретичного матерiалу з даної теми.

Другий роздiл також має допомiжний характер. Вiн присвячений
попереднiм результатам вiдомих науковцiв з тематики роботи. Тут наводя-
ться дуже важливi факти, такi як теореми Авакумовича, Гелюка, Вонга,
що накладають на дослiджуване рiвняння певнi обмеження, завдяки чому
у роботi розглядається певний класс рiвнянь та їх розв’язкiв. Також цей
роздiл мiстить важливу теорему 2.7, яка вiдображає деякi оцiнки розв’язкiв
рiвняння (5.6) для великих 𝑥 у виглядi нерiвностей та є необхiдною для
отримання подальших результатiв даної роботи.

Третiй роздiл мiстить у собi основну теорему даної роботи у випадку,
коли розв’язки (5.6) є правильно змiнними функцiями, i дає асимптотичне
уявлення про поведiнку таких розв’язкiв при 𝑥→ ∞.

Четвертий роздiл присвячено теоремi аналогiчнiй до попередньої, але
у випадку коли розв’язки (5.6) є швидко змiнними функцiями.

П’ятий роздiл роботи присвячено питанню використання асимптоти-
чних властивостей правильно змiнних розв’язкiв диференцiального рiвняння
другого порядку (5.6) у випадку, коли 𝑓 та 𝜑 - правильно та швидко змiннi
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функцiї, на практицi. У цьому роздiлi наведено вiсiм прикладiв застосування
отриманих результатiв у рiзних сферах науки.

Загалом, робота несе важливий теоретичний та практичний характер.
В нiй дослiджено питання, якi входять до найактуальнiших у теорiї диферен-
цiальних рiвнянь, бо нелiнiйнi диференцiальнi рiвняння мають прикладне
значення у багатьох сферах науки, зокрема у фiзицi (багато нелiнiйних
рiвнянь описують реальнi фiзичнi процеси i тим самим призводять до нових
фiзичних ефектiв) та економiцi (деякi економiчнi моделi будуються на осно-
вi диференцiальних рiвнянь). У роботi не тiльки глибоко вивченi питання
теорiї, а й заповненi деякi прогалини та неточностi у доведеннях.

Результати роботи є актуальними та були представленi на мiжнароднiй
науковiй конференцiї, присвяченiй 100-рiччю вiд дня народження професора
С.Д. Ейдельмана [23].
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