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3

ВВЕДЕНИЕ

Изучение нелинейных и, особенно, существенно нелинейных
неавтономных дифференциальных уравнений и систем таких
уравнений принадлежит к одной из самых актуальных задач со-
временной качественной теории обыкновенных дифференциальных
уравнений. Весомая часть исследований по установлению асимпто-
тических свойств решений связана с уравнениями со степенными
нелинейностями и нелинейностями асимптотически близкими к
степенным. Их изучение было порождено рассмотрением уравнения
Эмдена-Фаулера

y′′ = ±tnyσ, (0.1)

которое впервые появилось в астрофизических исследованиях
Г. Лейна, А. Риттера, А. Шустера и Р. Эмдена, проводимых во
второй половине XIX века. Затем оно возникло в ядерной физике
в виде уравнения Томаса-Ферми y′′ = t−

1
2 y

3
2 , газовой динамике,

механике жидкостей и многих других областях естествознания. В
работах Р.Фаулера детально были исследованы асимптотические
свойства всех решений данного уравнения при σ > 1 . В 1954 году
в монографиях Р. Беллмана ([1], гл. 7) и Дж. Сансоне ([11], т.2,
гл. XII, §5 ) были изложены основные результаты для уравнения
(0.1), полученные к тому времени. Позже внимание исследователей
было обращено на так называемые обобщенные уравнения типа
Эмдена-Фаулера второго и n -го порядков:

y′′ = α0p(t)|y|σ sign y, (0.2)

y(n) = α0p(t)| y |σ sign y, (0.3)

где α0 ∈ {−1, 1} , p : [a,+∞[−→]0,+∞[ – непpеpывная фyнкция,
для которых были установлены асимптотичекие свойства всех воз-
можных правильных и сингулярных решений в работах Ф.В. Аткин-
сона, И.Т. Кигурадзе, М.М. Арипова, Т.А. Чантурия, S̆ . Belohorec,
М.О. Ясны, C.V. Coffman, J.S.W. Wong, Л.Б. Клебанова, В.А. Кон-
дратьева и В.А. Никишина, В.А. Кондратьева и В.С. Самовола,
А.В. Костина, В.М. Евтухова, И.В. Асташовой и многих других
авторов. Результатом дальнейших исследований явилось получение
фундаментальных результатов для неавтономных дифференциаль-
ных уравнений n -го порядка общего вида

y(n) = f
(
t, y, y′, . . . , y(n−1)

)
, (0.4)
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которые были подытожены в 1990 году в монографии И.Т. Кигу-
радзе и Т.А. Чантурия [8] (главы III,IV, стр. 238-325), где была
дана классификация уравнений по осцилляционным свойствам их
решений, найдены условия наличия или отсутствия у нелинейных
уравнений правильных колеблющихся и неколеблющихся решений,
сингулярных, решений со степенной асимптотикой, кнезеровских и
быстрорастущих решений, а также указаны асимптотические фор-
мулы для решений достаточно широкого класса нелинейных урав-
нений. В.М. Евтуховым и А.В. Костиным были установлены точ-
ные асимптотические формулы для широкого класса монотонных
решений нелинейных дифференциальных уравнений со степенными
нелинейностями. В последние десятилетия в работах J.S.W. Wong,
S.D. Taliaferro, V. Marič, M. Tomič, В.М. Евтухова, М.А. Белозеро-
вой, А.А. Стехун, В.М. Евтухова и А.М. Самойленко были разрабо-
таны методы установления асимптотики монотонных решений дву-
членных дифференциальных уравнений с нелинейностями, асимп-
тотически близкими к степенным, а именно, с правильно меняющи-
мися в окрестности нуля или ±∞ нелинейностями.

Такое значительное развитие теории, посвященной изучению
асимптотического поведения решений существенно нелинейных
неавтономных обыкновенных дифференциальных уравнений, со-
провождалось желанием и попытками ее распространения на такого
же класса системы обыкновенных дифференциальных уравнений.
Первые серьёзные результаты были получены для циклических
систем дифференциальных уравнений вида{

y′1 = α1p1(t)|y2|σ2sign y2,
y′2 = α2p2(t)|y1|σ1sign y1,

(0.5)

где αi ∈ {−1, 1} , σi ∈ R \ {0} , pi : [a, ω[−→]0,+∞[ – непрерывные
функции ( i = 1, 2 ), −∞ < a < ω ≤ +∞ , получивших название
систем типа Эмдена-Фаулера.

Все полученные для системы (0.5) до 1993 года результаты бы-
ли подытожены в монографии Д.Д. Мирзова [10]. Следует, однако,
отметить, что для такой системы уравнений вопрос об асимптотике
решений с монотонными компонентами, каждая из которых имеет
при t→ +∞ предел равный либо нулю, либо ±∞, решен не был.

В работах В.М. Евтухова [3] (случай σ1σ2 ̸= 1 ) и [4] (случай
σ1σ2 = 1 ) с использованием ранее полученных результатов при лю-
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бых σi ∈ R \ {0} (i = 1, 2) , ω ≤ +∞ и некоторых достаточно есте-
ственных ограничениях на функции pi (i = 1, 2) были получены
асимптотические представления для всех решений с монотонными
компонентами.

Для систем дифференциальных уравнений общего вида

y′i = fi(t, y1, . . . , yn) (i = 1, n), (0.6)

где fi : R+ × Rn −→ R (i = 1, n) – непрерывные функции, особо
следует отметить исследования Т.А. Чантурия [13, 15]. Для таких
систем им были установлены аналоги некоторых из изложенных в
монографии [8] результатов, полученных ранее для уравнений об-
щего вида (0.4).

Опираясь на результаты для уравнений со степенными и пра-
вильно меняющимися нелинейностями, становится ясно, что для
установления асимптотики неколеблющихся решений системы диф-
ференциальных уравнений необходимо иметь более конкретный вид
такой системы. В связи с этим и исследованиями Т.А. Чантурия,
наиболее естественным классом систем нелинейных неавтономных
обыкновенных дифференциальных уравнений, для которых следует
решить вопрос об асимптотике неколеблющихся решений, является
класс циклических систем с правильно меняющимися нелинейно-
стями. Именно для такого класса систем, по-видимому, могут быть
получены аналоги известных результатов, установленных для урав-
нений. Подтверждением этому могут, в частности, служить уже от-
меченные результаты Д.Д. Мирзова и В.М. Евтухова, полученные
для двумерных циклических систем со степенными нелинейностями
(систем типа Эмдена-Фаулера).

В итоге, для таких систем, при естественных ограничениях на ко-
эффициенты, были получены асимптотические представления для
правильных и сингулярных неколеблющихся решений. Вопрос об
асимптотике правильных и сингулярных неколеблющихся решений
двумерных циклических систем с нелинейностями отличными от
степенных, а также n -мерных циклических систем оставался от-
крытым.

В настоящей работе рассматривается циклическая система нели-
нейных дифференциальных уравнений
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{
y′i = αipi(t)φi+1(yi+1) (i = 1, n− 1),

y′n = αnpn(t)φ1(y1),
(0.7)

в которой αi ∈ {−1, 1} (i = 1, n) , pi : [a, ω[→]0,+∞[ (i = 1, n) –
непрерывные функции, φi : ∆(Y 0

i ) →]0; +∞[ (i = 1, n) – непрерыв-
но дифференцируемые функции, удовлетворяющие условию

lim
z→Y 0

i
z∈∆(Y 0

i
)

zφ′
i(z)

φi(z)
= σi (i = 1, n), (0.8)

где σi ∈ R и таковы, что
n∏

i=1

σi ̸= 1, −∞ < a < ω ≤ +∞ , Y 0
i рав-

но либо 0 , либо ±∞ , ∆(Y 0
i ) – некоторая односторонняя окрест-

ность точки Y 0
i . Здесь излагаются результаты, полученные в ра-

боте В.М. Евтухова и Е.С. Владовой([6]) с целью их уточнения и
рассмотрения неисследованных случаев.

Работа состоит из трёх глав. В первой главе приводятся все
необходимые сведения для изложения методики и результатов из
работы [6], а так же для изложения основных результатов насто-
ящей работы. Они касаются свойств правильно меняющихся функ-
ций и условий существования стремящихся к нулю решений у систе-
мы квазилинейных дифференциальных уравнений. Во второй гла-
ве, согласно работе [6], вводится основной класс так называемых
Pω(Λ1, . . . ,Λn)− решений системы (0.7), приводятся теоремы о суще-
ствовании и асимптотике таких решений в случае, когда Λi (i = 1, n)
– отличные от нуля вещественные постоянные, и полученные ре-
зультаты иллюстрируются на конкретном классе примеров. Кро-
ме того, так как в [2] был рассмотрен особый случай, когда сре-
ди Λi (i = 1, n− 1) имеются равные нулю, по-прежнему открытым
остаётся вопрос об асимптотике решений в случае, когда среди этих
Λi (i = 1, n− 1) имеются равные бесконечности. В третьей главе
для системы уравнений (0.7) при n = 3 приводятся результаты
о существовании и асимптотике Pω(Λ1,Λ2,Λ3)− решений в особом
неисследованном случае, когда Λ1 = ±∞, Λ2 = ±∞, Λ3 = 0. При
этом на класс рассматриваемых решений накладываются некоторые
дополнительные ограничения.

Полученные результаты могут быть использованы для исследо-
вания конкретных систем дифференциальных уравнений, встреча-
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ющихся в теоретической физике, механике и т.д., а также для ис-
следования уравнений второго и более высоких порядков, которые
могут быть сведены к системе дифференциальных уравнений типа
(0.7).
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ВЫВОДЫ

В настоящей дипломной работе дан краткий обзор исследова-
ний, посвященных изучению асимптотических свойств существен-
но нелинейных дифференциальных уравнений и систем таких урав-
нений. Для детального исследования выделен класс циклических
систем дифференциальных уравнений n− го порядка с правиль-
но меняющимися нелинейностями, на которые, по-видимому, мо-
жет быть распространена построенная ранее и уже значитель-
но развитая асимптотическая теория обобщенных уравнений ти-
па Эмдена-Фаулера со степенной и правильно меняющейся нели-
нейностью. Для такой системы рассмотрен класс так называемых
Pω(Λ1, . . . ,Λn)− решений, задача об условии существования таких
решений, а также об их асимптотике при некоторых дополнитель-
ных ограничениях на нелинейности (так называемое условие S ) в
случае, когда Λi (i = 1, n) – отличные от нуля вещественные посто-
янные. Для этого были сформулированы дополнительные необходи-
мые сведения, которые касались правильно меняющихся функций и
их свойств, а также условий существования исчезающих в нуле ре-
шений у систем квазилинейных дифференциальных уравнений.

Кроме того, так как ранее уже был рассмотрен особый слу-
чай, когда среди этих Λi (i = 1, n− 1) имеются равные ну-
лю, имеющаяся теория послужила основой для её дальнейшего
уточнения и изучения неисследованного случая. В данной рабо-
те при n = 3 был решен вопрос о существовании и асимптотике
Pω(Λ1,Λ2,Λ3)− решений в случае, когда Λ1 = ±∞, Λ2 = ±∞, Λ3 =
0. При этом на класс рассматриваемых решений пришлось нало-
жить некоторые дополнительные ограничения.

Изложенная теория может быть использована для распростране-
ния полученных результатов на класс циклических систем диффе-
ренциальных уравнений n− го порядка со степенными и правильно
меняющимися нелинейностями, а так же для рассмотрения уравне-
ний второго и более высоких порядков, которые могут быть сведены
к системе дифференциальных уравнений такого же типа.
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