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'�	����� �	(	��� $������� ����	 �� �%$����� ���%� $���� ���	� ��%� ��	� )��� �� �� ��� �&��

OX* �� ��� ������� �� ����� ������� )%����&*�  	 �����	 ������	���� �����%+ ��� $������	

�� n−�� ���% �� ��� ����	 (n = 0,±1,±2, . . .) �� ����	 �� � ������ na = (na, 0, 0) , �����

a �� ��� ����	 $������ �� ��%$��� ��� �	���� �$�����% �� ��� ����	+ �� ��� ,���-��	��

$���	����� %����� ��� �	����� �������	 �����% �� ��� �������-%����& �� ��	������� �	 �

��	���-��	� �������� %��� �$$��&�%����	�  � �� �$$��$����� �� ���%� �� ��� ����	 ����

	� ���$ ������ )���� ��� ������ ��� ����� �� ����� �� ��� ������� ��	��. ��	�� - �� ���

�����% �� ��� ��	������	 ��	�+ ����$��� - �� ��� ��$ �� ��� ����	�� ��	�*� #� ��� ,���-

��	�� $���	�����+ ��� ���/����	� ��� ��� %���� �� ���%�� �� ��� ������ �� ����-��0��	�

�&��	���	� �� ��%%����� �$������� )���+ ����+ 
1*� 2�%���+ �	� %�� ����� ���% ��� ����-

��0��	� 3���4���	��� �$������ A �	 L2(R
3) - � ��% −Δ+W (r) �� ��� 5�$�����	 −Δ ����

��� ��%��	 H2(R3) �	� � ���	��� $���	���� W (r)� 6��� H2 �� ��� 3������ �$��� W 2
2 �

5�� �� �������� ���� �$������ �	 ��� ��� �� �%���� ��	����	� ���% H2(R3) ��	����	� ��

$��	�� r = na; n = 0,±1, . . . ��� ������� B �� ��� ���������� �$������ �� � ��%%�����

�$������ ���� ��� ��%��	 D(B) = {f : f ∈ H2(R3), f(na) = 0, n = 0,±1, ...} ����	�

�	(	��� ��(���	�� �	������  	����+ ��� �������	� (A− λI)−1 ��� ������� λ �� ��� �	������

�$������ �	 L2(R
3)� ��� /��	�� �� ���� �$������ )��� "���	 ��	����	* Gλ(r, r

′) ��� ���

�������	� $��$����. ∫
R3

|Gλ(r, r
′)|2 dr <∞.

3�	�� Gλ(·, na) ∈ L2(R
3) �� ����� ��� 	�	-���� λ+ ��� ������	��

Gλ(r, r
′)− 1

4π

ei
√
λ|r−r′|

|r− r′|
��� 	� ��	�������� �� r = r′+ Gλ(·, na) �� �������	�� �� ��� ��%��	 �� B − λ̄I �	�

lim
r→na

|r− na|Gλ(r, n
′a) = lim

r→na

|r− na|
4π|r− n′a|e

i
√
λ|r−n′a| =

1

4π

⎧⎪⎨⎪⎩ 1, n = n′,

0, n �= n′.
)�*

6�	��+ B �� � ��%%����� �$������ ���� �	(	��� ��(���	�� �	������

�� ��	������ � ����-��0��	� �&��	���	 �� B+ �� �� %��� ��	��	��	� �� ���� ���� ���

�	����� ������0��	� 3���4���	��� �$������ A �	����� �� ��� ��0��	� �$������ B∗� �����

��� ������� ���� �� �&��	���	� ������$���	�+ ����+ ���	���� ���$���� %����� )
�7+ ��	
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 ��� ��	� � ��	���� ��

��� 
��� ���	����� ����� �� ���! ���� ��	 	� �
�	 λ ��� �	�!��� |r − r′|Gλ(r, r
′) ��

���"��� �
�	 �� r = r′� ���

ξn(λ) = lim
ρn→0

d

ρn
ρnGλ(r, na), ρn = |r− na|. ���

��!

qn,n′(λ) := lim
ρn→0

d

ρn
ρnGλ(r, n

′a) = Gλ(na, n
′a), n �= n′. �#�

$� �� ��	�� ����� ���� ��	 Imλ �= 0∫
R3

|Gλ(r, na)|2 dr = ξn(λ)− ξn(λ̄)

λ− λ̄
, �%�

∫
R3

Gλ(r, n
′a)Gλ(r, na)dr =

qn,n′(λ)− qn,n′(λ̄)

λ− λ̄
. �&�

'�(�� ���� ������� ���� ��� ��!����!��� �����	�

Gλ(., na) =

∫
E3

Gλ(., nr
′)δ(r′ − na)dr′ = (A− λ̄)−1δ(· − na), Imλ �= 0,

��	� � )���� �� !�*�����+ ��)�����
[(
B − λ̄I

)
H̊2(R3)

]⊥
� ��� ��� �	��� !��� � ��	��


�,�	������ �� ��� �	��� 	���
���� ��	��
� !�	���
+ ��	 ��� ��� �� -	��� ��������� GM
λ (r, r′)

�� ��
��!.���� �,�������� AM �� B ���� ���/

GM
λ (r, r′) = Gλ(r, r

′)−
∑
n,n′

Gλ(r, na)
(
[Q(λ) +M ]−1

)
n,n′ Gλ(n

′a, r′), �0�

���	� Q(λ) �� � �����
���� ��*���� ���	�, �������� ���� ������

Qn,n′(λ) =

⎧⎪⎨⎪⎩ ξn(λ), n = n′;

Gλ(na, n
′a)(λ), n �= n′,

�1�

��!M 	��� ��	�� � ��� ��� �� ��*���� ��	������ ���	����  ���	���� ��
��!.���� ���	���	�

�� ��� ����� �� )�
���	�
 ��2������ l2�
�

3+ �0�������� ��! �#� ��	 r′ �= na, n = 0,±1, ... ��� ���

lim
ρn→0

ρnG
M
λ (r, nr′) = − 1

4π

∑
n′

(
[Q(λ) +M ]−1

)
n,n′ Gλ(n

′a, r′), , ρn = |r− na|,

lim
ρn→0

d

ρn
ρnG

M
λ (r, r′) =

∑
n′

(
M · [Q(λ) +M ]−1

)
n,n′ Gλ(n

′a, r′).

2 �
 �!
�" ��� 
!�	#�	"����$ 
� ��� %�%�	 #� &��
	 '�����
��� (� 
&�� ��	� � "�������
� 
� ���������

"������ �	����$ �	
& ��� ���� 
� ��)���� "�)������ �%���� �� �		���!��� �
	 ��� ��&%�� !�	��
�� 
� ��� *	���

�
	&��� ���" #��
(�
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������ � �������	��� ����	�� ��� ��� �� ������ ����� � ���

������ ���� �	��
��� f(r) ��� 
�� ������ �� �����������
 ��
������ AM �� B ��
����� 
��

��
 �� ��	���� �����
����

lim
ρn→0

d

ρn
(ρnf)(r) + 4π

∑
n′
Mn,n′ lim

ρn′→0
(ρn′f)(r) = 0. ���

��
��� 
�� ����� �� 
��� ���� �� ���� ������� ���� 
�� �������
 ����� �� ��
�������

����������� 
� ��
���� M ����� �	�
���� �� 
�� 	��
 ��
��� M = b · I� 
��
 �� ��

���� ������� 
�� �����������
 ��
������� Ab �� B� ����� �� �������
�� ��
� 
�� ��	����

�����
����

lim
ρn→0

{
d

ρn
(ρnf)(r) + 4πbρnf(r)

}
= 0, ���

��
� ��� ��� b 

�� ���� ���	�� �	
�� 
��
 
�� ��
��
��� W (r) �� 
�� ���
��� !��"������ ����
�

A �����#
 ������ �� $������ x %� $�
	� �� 
��� ���	��
���� Gλ(x, y, z; x
′, y′, z′) =

Gλ(x − x′, y, z; 0, y′, z′) = Gλ(|x − x′|, y, z; 0, y′, z′) ���� ������ Q(λ) + bI �� � &"����
'

��
���

[Q(λ) + bI]n,n′ = [Q(λ) + bI]n−n′,0 =

⎧⎪⎨⎪⎩ ξ0(λ) + b, n = n′;

Gλ((n− n′)a,0), n �= n′,
−∞ < n, n′ <∞,

�()�

��
� 
�� ������

D(k, λ) = ξ0(λ) + b+
∑
n �=0

Gλ(na,0)e
inka

= ξ0(λ) + b+ 2
∞∑
n=1

Gλ(na, 0, 0; 0, 0, 0) cosnka, −π
a
≤ k < π

a
.

�((�

&������� 
�� ��$��� ��
�� [Q(λ) + bI]−1 �� ���� &"����
' ��
� ���	
�

rn,n′ = rn−n′ =
a

2π

π
a∫

−π
a

1

D(k, λ)
ei(n−n

′)kadk, −∞ < n, n′ <∞, �(*�

��� 
�� ������ D(k, λ)−1 +	


fλ(k, r) =
∞∑
−∞

Gλ(x, y, z;na, 0, 0)e
ikna. �(,�

�� ��� 
��
 �� 
�� ���� �� x�����������
 ��
��
��� W (r) �� 
�� ����� �� �����������


��
������� Ab 	��� �
	��� 
�� -��� ���	�� �.� �� 
�� ����������� /��� �	��
����

Gb
λ(r, r

′) 
�0�� 
�� ���

Gb
λ(r, r

′) = Gλ(r, r
′)− a

2π

π
a∫

−π
a

1

D(k, λ)
fλ(k, r)fλ̄(k, r

′)dk. �(1�



��� �����	
��� 
�	��� 
� ���
	������ ������� ��� �
� �� ������ ��� �!�

������ ��	� �

��	����� �� 	 ������� �
����� ����
 ����� ��� �	�
�� �������� Q(λ) ��

��� �
��� 
�������� ��
���	 �� ������
���� �� ��� ����
 	�� ��� ����
 �	�����	���� 	��

�� �	� ��� ��������� �
���
�

1

2i
[Q(λ)−Q(λ)∗] ≥ 0, Iλ > 0.

�	�
�� �������� Q(ξ) �� 	��� ������
���� 	� 
�	� 
����	
 ������ ξ �� A 	�� ��
�	� Q(ξ)∗ =
Q(ξ). ��� �	�� �� �
�� ��
 Q(λ)+b·I ���� 
�	� b 	��� ������������ ��
 ��� ����� D(k, λ)�

 
�� ����� �� �������� ��	� D(k, λ), −π
a
≤ k < π

a
, �� 
�	� 	� 
�	� 
����	
 ������ ξ �� A

	��� ��
����
� 	� ����� ������� ��� ��������� �����	��� �	!�� ��	��

d

dλ
D(k, λ)|λ=ξ

> 0.

"�� �R(A) �� ��� ��� �� 
�	� 
����	
 ������ �� ��� �����	� ���
	��
 A� # $%&'� ��� �	
�

�� ��� �����
�� σ(Ab) �� 	� ��������� Ab �� �R(A) �	� ������� ��� �� 
�	� λ� λ ∈ �R(A)�
��
 ����� ���
� �� k� k ∈ [−π

a
, π
a

]
� ���� ��	�

D(k, λ) = 0. $%('

"�� �� 	����� ��	� $%(' �	� ��� ��� 
��� E(k) ��
 �	�� k ∈ [−π
a
, π
a

]
� 	�� ��	� E(k)

�� 	 ���������� �������� ��
[−π

a
, π
a

]
� )��� ��	� � $%%'� D(k, λ) = D(−k, λ)� *� ��������

E(−k) = E(k)� +�������� ��	� ��
 	� 
��� E(k) �� $%('� �������� fE(k)(k, r) ������ �

$%,' �	������ ��� -��
.������
 ���	���� �� R3 \ ∪n{na}/

−Δf(r) +W (r)f(r) = E(k)f(r), $%0'

	�� ��� �����	
 ���������� $1'�

"�� [Emin, Emax] �� ��� �	���	� ����
�	�� ����� �� ����
�� � ��� �	���� �� E(k) ��

�R(A) 	�� ��� Eb(s), −∞ < s <∞, �� ��� �����
	� �������� �� ��� �����	�2���� ���������

Ab� �	!��� 	� ������� [E1, E2] ⊂ [Emin, Emax] 	�� 	������ �� 	� ������ ��������

u ∈ L2(R3) ��� ����
	� 
��	����

(Eb([E1, E2])u, u)L2 = lim
ε↓0

1

π

E2∫
E1

Im (RE+iε (Ab) u, u) dE, $%3'

��� �	� ������ �
�� $%&'��	� Eb([E1, E2]) �� ��� �����
	� ���
	��
 �� L
2(R3) ���� !�
���

Eb([E1, E2])(r, r
′) =

a

2π

π
a∫

−π
a

χ[E1,E2](k)ψ(k, r)ψ(k, r
′)dk, $%1'

���
�

χ[E1,E2](k) =

⎧⎪⎨⎪⎩ 1, E(k) ∈ [E1, E2],

0, E(k) /∈ [E1, E2],



��������	� 
������ � �������	��� ����	�� ��� ��� �� ������ ����� � �� 

���

ψ(k, r) =

[
∂D(λ, k)

∂λ |λ=E(k)

]− 1
2

fE(k)(k, r). ����

�� 	�
�����
� �� ��� �	��
�� �� Ab ��� ��� ��	�� ����
������ ���� �R(A)� ���� ���

�
�������� 	
�����
 PW ���� ��� �	��
�� ����	�� W ��������� ���� ��� �	��
�� ��

Ab �� �R(A) �� �� �
����� �� ��� �����
�� �	�
���
 ���� ��
���

PW (r, r′) =
a

2π

π
a∫

−π
a

ψ(k, r)ψ(k, r′)dk. ����

��� �� � �������� �
�� W ����
� ��� ������ �� � 	�
���� �� ���� �� ����� �� ���

��
���
���� ������ ����� ��� ���� �� ��	�
����� ����� �� � ��
 ���� �
�� ��� �����
�

���� �� ��� ������ �
�� W ��
� ��� �� ����� �� ������ ����! "�
���� �� ��� ��#�������

���� ��� ��$� ψ(k, r) �� � ����
���%�� ����� ���
 �� Ab �

��	������ �� ��� 	���� ��

�	��
�� E(k) ∈ �R(A)� ���� �� ��
����%�� �� ���� ��� ��������� 
������� �����&∫
R3

ψ(k, r)ψ(k′, r)dr = δ(k − k′), −π
a
≤ k, k′ <

π

a
. ����

�� ��������� �� ��� ��� 	
�	�
��

ψ(k, r+ a) = eikaψ(k, r), ����

����� �� ����� �� �� �� ����� '��� �������!

��� �������� 
������ �� �� ���� ��
 ��������� �� ��	�
��� �� ������ ������ ����

�� �		��
 ��� �� 
�����
 ����� �� ��	��� ����� �� ��� ��
��� �� ������������ 
�����!

"� �� �(��	��� ��� �� ������
 ��� ��� �� 
����� ��	���� ��� ����)�	�� z < 0 �� R

����� ��� ����)	���� z > 0 �� ��	��! *�
 ���	������ �� ���� ������ ���� ���� ��� �+��� �

���� m �� ����
�� �� ��� 
����� �� ��� ���� �� ���� ��  ����! ,������ �����#���

���� �� ����
������ �� ���� ���� �� �� ����� �� ��	�
��
��� ����)������� �	�
���
 A� ���

-�
.������
 �	�
���


−Δ+W (r)

���� ��� ������ H2(R3) ��� ��� 	��������

W (r) =

⎧⎪⎨⎪⎩−W0, z < 0,

0, z > 0,
��$�

���
� W0 > 0 �� 
������ ���� ��� ��
� ������� Ew ��
 ����
��� �� ��� ������ �� ���

������ ��� ���� �� ��� 
����� �� ��� 
�������

W0 =
2m

�2
Ew.



��� �����	
��� 
�	��� 
� ���
	������ ������� ��� �
� �� ������ ��� �!�

��� ����� ���	
��� Gλ (r�, z; r
′
�
, z′) , r� = (x, y), �� A ��� ������ λ 	�� �� ���

�� ��


�� ����

Gλ (r�, z; r
′
�
, z′) =

1

(2π)2

∫
R2

eip·(r�−r
′
�
)gλ(z, z

′; p)dp, p = |p|, ����

����� gλ(z, z
′; p) ��� z < 0 ��� z ≤ z′ ��� 
�� ����

gλ(z, z
′; p) = i√

λ+W0−p2+
√

λ−p2
e−i
√

λ+W0−p2z

×
{
cos

√
λ+W0 − p2z′ + i

√
λ−p2√

λ+W0−p2
sin

√
λ+W0 − p2z′

}
,

����

��� gλ(z, z
′; p) ��� z′ ≤ z < 0 	�� �� ��
����� ���� ���� �� �����
�
��� �� z ��� z′� ���

	����������� ����������� ��� z > 0 	�� �� ����� �� ��� �����	�� z, z′ �� 
���� ��� z < 0

�� −z,−z′ ��� 
���������
√
λ+W0 − p2 ���

√
λ− p2�

�� ���
�	����� ��� z = z′ = 0 �� �
 ���� ���� ��� 

Gλ (r�, 0; r
′
�
, 0) =

1

(2π)2

∫
R2

eip·(r�−r
′
�
) i√

λ+W0 − p2 +
√
λ− p2

dp. ��!�

"��	�
1√

λ+W0 − p2 +
√
λ− p2

=
1

W0

(√
λ+W0 − p2 −

√
λ− p2

)
=

1

W0

∫ W0

0

1

2
√
λ+ s− p2

ds

���

i

2
√
λ+ s− p2

=
1

2π

∞∫
−∞

dq

q2 + p2 − λ− s
,

�
 ������� ���� ��!� 
��


Gλ (r�, 0; r
′
�
, 0) = Gλ (r� − r′

�
, 0;0, 0) =

1

W0

∫ W0

0

ei
√
λ+s|r�−r′�|

4π|r� − r′�|
ds. ��#�

�� 
�� 	��� ����� 	��������
���� ��� ���

ξ0(λ) = lim
r→0

d

dr
rGλ(r,0) =

i

6πW0

[
(λ+W0)

3
2 − λ

3
2

]
. ��$�

���

Qn,n′(λ) = lim
ρn→0

d

dρn
rGλ(r, n

′a) =
1

4πW0

∫ W0

0

ei
√
λ+s|n−n′|a

|n− n′|a ds ��%�

��� ����&��'���
 �����
�� Ab ��� ��(��� ���)� �� 
�� ��
 �� �������� 	����
���� �%� �



�� ����
� �� ������
��� ��	�
���� *�� 
��� �����
��� 
�� 	����������� ���	
��� D(k, λ)

�� 
�� +���� ������� �,�� ��� 
�� ����

D (k, λ) =
1

4πW0a

∫ W0

0

ds · ln Θ

cos
√
λ+ s a− cos ka

, Θ =
1

2
e4πba. �-.�



��������	� 
������ � �������	��� ����	�� ��� ��� �� ������ ����� � �!�

�� ������	 
�� �� 
���� �
� ��������� � �� ����	���	 Ab ��� ����	 �����	����	�

������ �	� �������� ������ ��� �� �	����� �
� �������� ��� �� ��	��� ��	�� ����	� ��

r = 0 �	 �
� �	������ z = 0� �
� ���� �� �
� ������ �	 ������	� 	��� �
� ������ �� �
�

�	�������� ��	� �� ����	 �����	����� �	 �� �������� �� ���	� � �	����� �� A� ��

�
� ����������	� ����	���	 A1
b ���
 �
� ����	 ��	���	

G1,b
λ (r, r′) = Gλ(r, r

′)− 1
D1,b(λ)

Gλ(r,0)Gλ(0, r),

D1,b(λ) = i
6πW0

[
(λ+W0)

3
2 − λ

3
2

]
+ b,

� !�

�
�� �� �
� ����	���	� �
�
 ����� �
� ���� �� �
� "�����������	" �� A �� �
� ��	��� #����

��	�� ����	���� �� r = 0� $� �� �%������	� �� �
� ���������	 ������� �	 �
� �	������ ����

��	���	� ψ(r) �	 �
� ���� �� �
� �������	� ���	���� �	�����	

lim
r→0

{
d

dr
rψ(r) + 4πb · rψ(r)

}
= 0, � &�

'�� b > 0 �
� #������	�� ����	���� ������� �	 �
� �������� ����	����� λ0 < −W0 ����� �
�

������ �� �
� �	�������� ��	�� $� �� � ��	�� ����� ���
 ��	���� �	����

Eion = −�
2 (λ0 +W0)

2m

��%����� �� ������ �	 ������	 ���� �
�� ����� �� �
� �	�������� ��	�� $� ��� �����	

�����	����� �	� ��	�� ����	� Eion �� (	��	 � �
�	� �����	� �� � !�� �
� 	������ ���

�� ����� �
� ���� �� ��	�� ���������� �� �
� #������	�� ����	���� � &� �� �� ��(�

b =
1

6πW0

[
(εion +W0)

3
2 − ε

3
2
ion

]
, εion =

2m

�2
Eion. �  �

)�� �� ��	���� �� ������ �� E(k) �
� ���� ����� ��	� �	���� ��*	�� ���� �
� �%�����	

D(k, λ) = 0, k ∈ [−π/a, π/a), λ < 0, ���
 D(k, λ) ��*	�� �� � +�� �
� ��	�����#��

,��
 ����	��	���	 ψ(k, r) �������	��	� �� �
� %���������	��� k �	� �
� �	���� E(k)

�� ����	 �����	� �� �! � !-� �� �
� ���������	

ψ(k, r) = N (k)eikx
∞∑

s=−∞
ei

2π
a
sx 1

2π

∞∫
−∞

dqeiqy

×
[
θ(−z)g−E(k)

(
z;
√

(k + 2πs/a)2 + q2
)
+ θ(z)g+E(k)

(
z;
√

(k + 2πs/a)2 + q2
)]

,

g−λ (z; p) = i√
λ+W0−p2+

√
λ−p2

e−i
√

λ+W0−p2z, z < 0;

g−λ (z; p) = i√
λ−p2+

√
λ−p2

ei
√

λ−p2z, z < 0,

����

�����

N (k) =

[
∂D(λ, k)

∂λ |λ=E(k)

]− 1
2

	
� θ(z) � ��� ��	����� ��
����
�



��� �����	
��� 
�	��� 
� ���
	������ ������� ��� �
� �� ������ ��� �!�

�� ��� ���	
��� ���� W)0 ��� �������� ���� ��� �� ��������� �� ���� �����
� ��� ��

��� �
�������� ��	������� ��� D (k, s)�

D (k, s) =
1

a
ln

d

cos (as)− cos (ak)
, ����

���� d = exp (−ba) /2� ��� d ≤ 2� ��� �������� ���� �� ����
�		�� ��� ��� ��������� 

��� ���� ���� E > 0� ��� ��� d� 2 �� ����		����� ��������� �� ��� ���� ������	���� ��

��������� �� ����� �� ���� �� ��� ���� s = iχ, χ > 0� !�� ���	������ 
� ��� ��� ��������

���� �� ����� �� ��� ��	�������

E = −h
2χ2

2μ
, ��"�

���� χ �� ��
���� ��� k �� ��� ��

���� ������

ch (χa) = d+ cos (ka) . ��#�

$� � ����
��

E (k) = − h2

2μa2

{
ln

[
d+ cos (ak) +

√
(d+ cos (ak))2 − 1

]}2

(1.17) ��%�

!�� ���� �� ��� �&���� ���� �� ��%� �� ���������� �� ��� ��������� χ ≥ 0� !�� ���� �����

��� ���������� �� ��� ��
����� |cos (ka)| = 1

Emin = − h2

2μa2

{
ln

[
d+ 1 +

√
(d+ 1)2 − 1

]}2

, ��'�

Emax = − h2

2μa2

{
ln

[
d− 1 +

√
(d− 1)2 − 1

]}2

, �()�

*�� �� ��������� ��� �+������ ������ �� �
������ ���� ��� ������ ��� ���� ��� ��	 ��

��� �������� ����� ,������� ��� ��+������

E (k)− Emin =

h2

2μa2

{
ln2

[
d+ 1 +

√
d2 + 2d

]
− ln2

[
d+ cos (ak) +

√
(d+ cos (ak))2 − 1

]}
k→0

h2k2

2μ

ln
[
d+ 1 +

√
d2 + 2d

]
d2 + 2d

.

-�� ��� ��� ���� ���� ��� ������ �� ��� �������� ����� ��� ���

meff = μ

√
d2 + 2d

ln
[
d+ 1 +

√
d2 + 2d

] . �(.�

$��
�����
�� ���� ��� ��	 �� ��� �������� ����� ��� ���

meff =

√
d2 − 2d

ln
[
d− 1 +

√
d2 − 2d

] . �(/�



��������	� 
������ � �������	��� ����	�� ��� ��� �� ������ ����� � �!�

�� ��� ����	
��� ��� �� ������ ��� 	�� ��� ��� ������� ��� ��� �
��� �� ���� ���������

������������	 �� � ���	�� ����� ��
��� ��� ���� ��� ��� �� ���������� �
� �� ��� �����

����	� EF ����� ����������� �� ka = ±π/2�

EF = − h2

2μa2
ln2

[
d+

√
d2 − 1

]
). ��� 

!�� ��� ����� ��� �������� ���� �
������ ��� ��� ����	
��� ����

Ψk (r) =

√
χd

4π

√√
(d+ cos (ka))2 − 1

+∞∑
n=−∞

exp [−χ |r− na| − ikna]

|r− na| . ��� 

"��� ��� �
���������
� k ��� ��� ����	� ��������� χ =
√

2μ |E| ��� ������� � ��# $

%��� �������	 �&�������� ��� � ��� 
�� ��� �&������� �� D (k, s) ���� ��� ����� ������

�� ��� '���� �
������ $

(������� ��� ���������� ������� �� ��� ���� �
������ �� ��� p = (x2 + y2)
1/2 →∞�

�$�$ ��� ���� ��� ����� �&��$ )�� 
� ���� ���� ��� 	������ ���� �����
� ���������� d > 2

�� �� ��� ��� ������������	��� ��� ���� ��� E < 0 $ %� ���� ���� ���� ����� �� �

������*����� ���� ��� ����� �&��$ +�������� ���� �������� ��������� �� ��� ����	� ����	�

�� ��� ����
������� ��� �� ��� �������$ %� ����� ���� ��� 	������ �&�������� ��� ���

���� �
�������

Ψk (r) =
Ck

4π

+∞∑
n=−∞

exp [is |r− na| − ikna]

|r− na| . ��, 

"��� Ck �� ��� �������*��	 ������ ���� E > 0� ��� ��������� s �� ����� ��� E < 0� ���

��� ��� �&������� ���  $ -���	 ��� .������ �
������� ����
��� ����� ����	������ �� ���

����������� ����������� ������ �������� �� ��� ����� ��� ���������� ��, �� ��� ����

Ψk (r) =
Ck exp (kx)

2πa

+∞∑
l=−∞

exp

[
2πilx

a

]
K0

⎛⎝p
√(

k +
2πl

a

)2

− s2

⎞⎠ , ��/ 

����� K0 (z) �� ��� +�0����� �
������$ 1�� ���������	 �� Ψk (r) �� ������������� � ���

����������� �� ��� ���� ���� ���� l = 0 

Ψk (r) p→∞
Ck

2πa

√
π

2p
exp

[
−p
√
k2 − s2

]
exp (ikx) . ��# 

!�� ��� ����2 �� � ������������� �� ��� �����	� ������� ��� ��� ����� ��/ �

〈|Ψk (r)|2
〉
=

1

a

a∫
0

dx

+∞∫
−∞

dydz |Ψk (r)|2 =

|Ck|2
4π2a2

+∞∑
l=−∞

+∞∫
−∞

dydzK0

⎛⎝p
√(

k +
2πl

a

)2

− s2

⎞⎠ ,



��� �����	
��� 
�	��� 
� ���
	������ ������� ��� �
� �� ������ � �!�"�

���� ����� 	
 ��� ��	�� �����	���� 	
 ��� ���	��� 
�����	� 
	� ���� ������� ������

�������� k �� s �� ������ �� ��	���� ���� ����

cos (as) = d+ cos (ak) . �� �

!��� |ak| ≤ π" s �� 
	��� 
	� d + cos (ak) < 1 " s = iχ, χ > 0 
	� d + cos (ak) > 1� #��

����� 	
 ��� �	��� 	
 ��� �$�	�������� ������� 
��	� 
�	� ���� �� �%�� ���� �	 �� �

�	

f (ka, d) = {. [k
2a2 − arccos2 (d+ cos (ka))]

1/2
, d+ cos (ka) ≤ 1,

[k2a2 + Arcch2 (d+ cos (ka))]
1/2
, d+ cos (ka) > 1,

��&�


	� ��� '���� ����� �k = kF = π/2a��

��� ������	
� ���
 � ����	�� �
��� ������� ���	�� ���������
 ������

	���	� �� ��� ���

(	������ ��� ��� 	
 ���� ������ ����� 	
 ��� �������� ����� )� ���� �	�*�� 	�� ������	�

�� ��	 ������ �	����+ ��� ��� �	��	� 	
 ��� �	���������� ��� �� ��� ��� �	� 	


��� ������ ���� ,� ���� �����	� �� ���� ��� ���� ��� �������� ��� 	
 �	����� ������

�	������ W � � ��� ��� 	
 ��� �����	�� �����	��

'	��	���� -.�/" 	�� �	������� ��� ��� 
����	�� 	
 ��� �0������ ��� ���	$����	��

��� ����������� !����	��� H0 �� ��� 
	��+

H0

⎛⎜⎝Ψ1

Ψ2

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝− h2

2μ1
Δ+ 1

2
Eg 0

0 h2

2μ2
Δ− 1

2
Eg

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝Ψ1

Ψ2

⎞⎟⎠ . �12�

!��� μ1,Ψ1 �� μ2,Ψ2 �� �0������ ����� �� ������	� ���
�����	� ��� ��� �	��	�

	
 ��� �	���������� ��� �� ��� ��� �	� 	
 ��� ������ ���" �	�����	�������" Eg ��

��� ����� 	
 ��� 3�����	�� 
�	� ��0����� ���� �		�� ���� ��0����� 	��4������	� �$���4

��	�� ���� �	������ �� ������� �������� ���� 	����� 
	� �������� �� ��	��� � ��� ������

	
 ��� ���� #�� !����	��� �������� �	������ 
�	� ��	 ���5	��� ����+
[
1
2
Eg,+∞

)
,(−∞,−1

2
Eg

]
�

#�� �	��������	� 	
 ��� �	��� �� ��� ��� � �� ��� �����	�� �����	�� '	� ��� ��� 	


������ �������� �	� � �	��� r = 0" ��� �	����	� 	
 ��� ����$ 6���7	������ �%���	��

H0Ψ = EΨ

�� ��� 
	��

Ψ =

⎛⎜⎝ μ1

4π�2
C(1) exp (−χ1r) /r

μ2

4π�2
C(2) exp (−χ2r) /r

⎞⎟⎠ , �18�

χ1 =
[−2μ1 (E − Eg/2) /

(
�
2
)]1/2

,



��������	� 
������ � �������	��� ����	�� ��� ��� �� ������ ����� � �!�

χ2 =
[
2μ2 (E + Eg/2) /

(
�
2
)]1/2

�� ���� ���� �		�
�� �� ���
��	� �� �� 	������ ������ � 	����� � ���	��	 ����

�� ������������ �������� ���������� ������� ���� 	���������� �� ��� �������� ���
�����

	��������� �� �����

lim
r→0

[
∂

∂r
− B

]
rΨ = 0,

r = |r| .
 ��� B �� �  �������� �������

B =

⎛⎜⎝α γ

γ β

⎞⎟⎠ , �α = �β = 0. !"#$

%� ��� 	��� �� �������	 	����� ��� ������������ �������
� �� !"&$ ��� ��� ����

Ψ =
∞∑

n=−∞

⎛⎜⎝ μ1

4π�2
C

(1)
n

exp[−χ1|r−an|]
|r−an|

μ2

4π�2
C

(2)
n

exp[−χ2|r−an|]
|r−an|

⎞⎟⎠ , !"'$

��� ��
����� 	�������� �� n−�� ����� �� ���� 	��� ����� ��� ����

lim
pn→0

[
∂

∂pn
−B

]
pnΨ = 0, !"($

pn = |r− na| ; n = 0,±1, . . .
)
�����
���� �� !"'$ ���� !"($ ��*�� ��� ��� �������� ������ ��� C

(1)
n , C

(2)
n �

(χ1 + α)C
(1)
n −∑

n′ �=nC
(1)
n′

exp[−χ1a|n−n′|]
a|n−n′| + μ2

μ1
γC

(2)
n = 0,

μ1

μ2
γC

(1)
n + (χ2 + β)C

(2)
n −∑

n′ �=nC
(2)
n′

exp[−χ2a|n−n′|]
a|n−n′| = 0.

!""$

+�� 
� ������
	� ������ ��������� �� !""$�

Δ(k, E) =

⎛⎜⎝ Dα −γ μ1

μ2

−γ μ2

μ1
Dβ

⎞⎟⎠ ,

����

Dα (k, χ1) = (χ1 + α)−
∑
n �=0

exp [−χ1a |n|+ ikna] / (a |n|) ,

Dβ (k, χ2) = (χ2 + β)−
∑
n �=0

exp [−χ2a |n|+ ikna] / (a |n|) .



��� �����	
��� 
�	��� 
� ���
	������ ������� ��� �
� �� ������ ��� �!�

������ ���	 
�� � ��������� �� ��� ����

Δ(k,E)

⎛⎜⎜⎝
∑
n

C
(1)
n exp (ikna)∑

m

C
(2)
m exp (ikma)

⎞⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎝ 0

0

⎞⎟⎠ ���	

�������� ��������� ���� ������ ���� ����� ��� ���������� ���
��� �� ����� E = E (k)

�� ��������

detΔ (k, E) = 0 ���	

�������� �� ��� ���� ��� ����� ������ ��� �� ���
��� ��� ��������� ���� � ���
����

��� �� � ���������� �� �������!� ������ ��� ����� ������ Dα (k, χ1) ��� Dβ (k, χ2) � ���

���

Δ(k, E) =

⎛⎜⎝ 1
a
ln ch(aχ1)−cos(ak)

d1
−μ2

μ1
γ

−μ1

μ2
γ 1

a
ln ch(aχ2)−cos(ak)

d2

⎞⎟⎠ , ��"	

����� d1 = exp (−αa) /2, d2 = exp (−βa) /2# ��� ��� ���������� ��� ��� ��� ���������

���� �� ���������� � ��� ��������

ln
ch (aχ1)− cos (ak)

d1
ln
ch (aχ2)− cos (ak)

d2
− a2 |γ|2 = 0. ��$	

%�� di ≤ 2 exp (− |γ| a)# ��������� ���� ��� ���������� ���� ��� ���� �� ��� 
���������

���
���� ��� ��� 
������� %�� di � 2 exp (− |γ| a) ���� ���������� %�� γ = 0 ��� ���

E
(0)
1 = Eg/2− h2χ10 (k) / (2μ1) ,

E
(0)
2 = h2χ20 (k) / (2μ2)− Eg/2

. ��&	

'��������� χi0 (k) ��� ���������� � ��� ��������

ch (aχi0 (k)) = di + cos (ak) ,

(i = 1, 2) .
��(	

%�� ����� |γ|2 # ��� 
�� ������ )�� 
����
����� �� ��������� ��&	 �� �������� ��$	 � ���

*����� ������

χi (k) = χi0 (k) + a |γ|2 /Ri (k) ,

Ri (k) =
[
1 + 2 cos (ak) /di − sin2 (ak) /d2i

]1/2 . ��+	

,��������������# ��� �������� ���� ��� ���
���� ���� ���
�����-

Ei (k) = E
(0)
i (k)∓ h2a2

μiRi (k)
|γ|2 χi0 (k) . ��.	

��� 
�� ���# ���� ��� ���!��� γ ����������� �� ��� �������� ���� �� �������� /��������

����0���# ��
� ����������� 
�� �

�� ��� γ = 0 ����� ��� 
�� )�� ��� ����� ��� �1�
����



��������	� 
������ � �������	��� ����	�� ��� ��� �� ������ ����� � �!�

������ �������	��
 �� ��� �����	� �������� �� ��������� ��� ������� ��������� ��� ���

���� �	������ ���� ����	���� ��� ������������� �� ��� ����������� ���������� ��� ���	��

�������� ��� ������ ����� �	������ ���� 

G (r, r′, E) = G (r− r′, E)

−h2

2

∑
n,n′ G0 (r− na, E)Δ−1 (k, E)

⎛⎜⎝μ−11 0

0 μ−12

⎞⎟⎠×G0 (n
′a− r′, E) exp [ika (n− n′)] .

�!"�

#��� Δ−1 (k,E) �� ��� ������� ������ ��� Δ(k, E)� ���

G0 (r, E) =
1

4πh2

⎛⎜⎝μ1 exp (−χ1r) /r 0

0 μ2 exp (−χ2r) /r

⎞⎟⎠ �!��

$�������� �� ������ Δ(k, E) ��� %� �������� %
 ��� ��������� �����	�� ���� &'"(�� )��

��
 ���� Ej (k) �� �*	����� ��+�� ����� ������ � ���,���� ������,�	������

tj (k) =

⎛⎜⎝ tj1 (k)

tj2 (k)

⎞⎟⎠
�	�� ����

[Δ (k, E) tj (k)]E=Ej(k)
= 0. �!!�

-����*	����
� E = Ej (k) �� ���� � ���� �� �	������

Qj (E) =
2∑
i,i′

tij (k)Δii′ (k, E) ti′j (k)

�����
(
t1j (k), t2j (k)

)
= t+j (k) �� ��� ������ ��.���� �� tj� /�0������ �� �	������ Qj (E)

����� �� �E�Q ≥ 0� �E �= 0� ������ Qj (E) �� R,�	������ ������ ���
 ����� ����� �����

%����� �� ���� ����� 1���� �������
 ����������� �� ���� �
��� �� ������� ����,����� 2�����

�	������ Δ−1 (k,E) ��� ����� ���� �� E = Ej (k)� ��� ��������� ����������� �� �����

Δ−1
ii′ (k, E) = [E − Ej (k)] t

−1
ij (k) ti′j (k)/Γj (k) +O (1) . �!3�

#���

Γj (k) =

[
d

dE
Qj (E)

]
E=Ej(k)

�= 0.

-�������� �� �!"� ����� �	%����	���� �!3�� ��� ������ ������ �� �������� �""� �����

���

Ψij (r, k) =

√
μ1

4πh
√
Γj (k)

∞∑
n=−∞

exp [−χij |r− na| − ikna] tij (k)

|r− na| , �!4�
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����� χij = χi (E = Ej) ��� χij �	 ��
������� � ���� ��� �� ������� ��	�� � ����� �	

��� ���� ����
���	 ����� �
 �	 	����� 
� �����
 ���
� 
�� �����	������� ���� ��
���	� 
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����� �� �!�����
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�� ����� �!�	 �	�� 
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����� ��� 
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��� "�� ������
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���	 �	 �������� *�� ����	�	 
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 ����� �� � ���� ��������	 ��
� 
�� �!�������
��� ��	����� ���	� �	

� ��	��
� 
�� ���� ����
���	 ��� 
�� 	
�
�	 �����	������� 
� 
�� ��������� ���� ��� ��

	����
 �� 
�� ���� ∑
n

G̃ (r, na, E) exp (−inka)

����� G̃ (r, r′, E) � "�� ��	���	��� �%��
��� ��� 
�� ��������� ���� �	 ��
����� ����


�� ������� �����
���� "�#��� ��
� ������
 
��
 
�� �������� �� 
�� -���� ����
���

G̃ (r, r′, E) r→ r′ �	 ��������	 
� 
�� �������� �� [−4π |r− r′|]−1� "�� ��	���	��� �%��
���
���� �� �	 ������	&

−b+
∑
n

Γ (n) eikna = 0,

Γ (n) = lim
r→0

[
∂

∂r

(
r, G̃ (r, na, E)

)]

� �������	��

.)��
��� ��
����
���� ����� ��� ��	����
��� ��� �������
��� �� ��������� ����	 �	 	��$

��	
��� (
 �	 ��	�� �� 
�� 
���� �� 	���$��/���
 �!
��	���	 �� 	���
��� �����
��	� (
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$��#� ��
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